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RESUME

Cette étude doctorale concerne la formulation, isenen programmation et I'évaluation de
nouveaux modéles déléments finis mixtes-hybridesirpl’analyse linéaire statique et
dynamique des structures en plaques et coques sitegponulticouches. Les éléments finis
développés sont basés sur la théorie linéaire eonipr ordre (théorie de Reissner/Mindlin).
lls présentent le principal avantage de ne pasurgc@ux facteurs de correction du
cisaillement transversal (CT) pour tenir comptdaddistribution quadratique des contraintes
de CT sur structures multicouches dans la direct®hépaisseur.

Nous développons dans un premier lieu le modelplague. L'élément fini mixte-hybride
correspondant, baptisé MiSP4/ml, est une adaptadioncas des plaques stratifiées et
sandwich du modele MiSP4 isotrope, proposé et dgpél en 1993 par Ayad sur la base du
modéle mixte projeté en cisaillement (MiS®lixed with Shear Projectign Grace a cette
adaptation réussie, le modéle MiSP4/ml modélise plagues composites quelque soit le
nombre de couches, sans recourir aux facteursrdection du CT. L'élément fini proposé est
de forme quadrilatérale a 4 nceuds et 3 ddl/nceusktllibre de tout verrouillage en CT et
présente des performances appréciables en mat@&rerétision, comparativement aux
éléments issus des théories d’ordre supérieur,estilsomplexes et colteuses en temps de
calcul.

Nous développons en second lieu deux modeéles dagitmniinis isoparamétriques courbes a 4
nceuds pour l'analyse des coques composites muitiesu Le premier modéle est mixte-
hybride naturel, baptisé NHMiSP4/mN4dtural Hybrid Mixed with Shear Projection 4-
node/multilaye). La partie membrane est compléetement hybridestdi@e amélioration du
modele de Pian, et la partie flexion/CT est mixgeside , offrant toutes les deux un avantage
de taille a I'élément, en terme de précision sardentraintes, avec une sensibilité moindre
aux distorsions de maillages. Le second modeletidgapiMiSP4/Q4/ml, développe une
formulation en déplacement pour la membrane et forenulation mixte-hybride en
flexion/CT. Nous I'avons formulé pour tester soritaple a reproduire de bons résultats en
dépit d’'une représentation moins riche de la mendrdJn des avantages de ces deux
modeéles de coques est la prise en compte dangrfaultion théorique du gauchissement
dans les coques. Leur adaptation aux coques muttias suit la méme démarche que pour la
plague multicouches. Les facteurs de correctionCdusont également évités. Les deux
éléments sont confrontés a des éléments en dépatetnd’ ordre supérieur sur des cas-tests
de coques multicouches sous sollicitations stasig@ynamiques (vibrations libres).
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Chapitre 1

INTRODUCTION GENERALE

1.1. Synthése sur la modélisation par €léments fsides plaques et des coques composites

1.1.1. Les matériaux composites

1.1.1.1. Généralités

Les matériaux composites ne sont pas une nouvdantéffet, dés I'antiquité, ils ont
été utilisés par 'homme. Le bois et le torchistsies composites de la vie quotidienne. Un
autre exemple est l'utilisation des composites paptimiser les performances de certaines
armes, par exemple :

* Les arcs mongols, dans lesquels les parties cordpansont en corne, et les parties
tendues sont en bois, soies collées et tendoneedié b
* Les épées damassées ou sabres japonais dont &ssdant en acier et en fer dduxk.

Le matériau composite est constitué de l'assemsbldg deux matériaux de nature
différente, se complétant et permettant d’aboutiura matériau dont I'ensemble des
performances est supérieur a la performance depagants pris séparément. Il est constitué
d’'une matrice et d’un renfort, constitué de fibrea.matrice est elle-méme composée d’'une
résine (polyester, époxyde, etc...). Le renfort afgpau matériau composite ses performances
mécaniques élevées, alors que la matrice permétadsmettre aux fibres les sollicitations
mécaniques extérieures et de protéger les fibresa-vis des agressions extérieures. Le
mélange entre eux est réalisé par polymérisatiac(ion chimiqué}] .

En effet, les matériaux composites multicouchesupntomportement particulier, et ceci
est di essentiellement a deux facteurs. Le prefaégur résulte du comportement anisotrope
du matériau utilisé dans la couche élémentairentramement aux matériaux isotropes, les
matériaux composites muticouches sont peu rigigdegigaillement. Le deuxieme facteur
dérive de la stratification qui consiste en I'emepikent de plusieurs couches, ce qui favorise
I'effet de cisaillement, et particulierement duadilement transversal (noté CT)
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1.1.1.2. Les avantages et inconvénients des matéc@mposites monocouches pour certains
produits

a. Produits aéronautiques

La principale motivation dans [l'utilisation des té@aux composites pour la
réalisation des structures aéronautiques est ésigement le gain de masse apporté tout en
conservant d’excellentes caractéristiques mécagiques matériaux composites présentent
aussi une quasi insensibilité a la fatigue, en @mipon aux matériaux métalliques qui
nécessitent une maintenance et un suivi réguliéa geopagation des fissures. lIs ne sont pas
aussi sujets a la corrosion, mais ils nécessitexet lonne isolation électrique lors des
assemblages avec des piéces en alliages |égeeslemomposite et le métal pour éviter la
corrosion galvanique de I'aluminium (si la fibre denfort est en carbone par exemple). Les
techniques de fabrication utilisées permettenttéobon de formes complexes directement
par moulage avec possibilité de réaliser en undespiéce un ensemble, qui réalisé en
métallique, nécessite plusieurs sous éléments. ggeniet de réduire les colts d’assemblage
de fagon importante.

b. Produits militaires

Pour les missiles, le principal avantage pour lestwicteur d'utiliser des matériaux
composites est de pouvoir proposer a ces clienss pdeduits associant performance et
légéreté. Par contre I'utilisation des compositesias ailettes de guidage des missiles permet
de garder une bonne maitrise de la trajectoire uiasda cible finale. A cause de
I'échauffement cinétique provoqué par le frottemeetl’'air sur la structure des ailettes de
missile, en fin de trajectoire les ailettes enaglli d’aluminium peuvent fondre dans certaines
conditions et le missile poursuit sa trajectoiressaontrole, ce qui entraine une perte de
précision du tir. L'utilisation de matériaux comges sur les ailettes de part leur faible
conductivité thermique fait qu’en fin de missioes lailletes conservent une certaine intégrité

de forme, ce qui permet de maintenir la trajectdirenissile sans perte de précision.

c. Produits spatiaux (satellites)

Les déformations de la structure peuvent avoir ongine thermique avec des
expositions a la température pouvant varier ent&2C lorsque le satellite est dans 'ombre
et +160°C lorsque le satellite est exposé au sd@eilplus, sur la méme structure, entre la face
éclairée et la face a 'ombre, le gradient de tawrupée peut étre important. Les structures en
matériaux composites a matrice organique, de martaleur négative du coefficient de
dilatation thermique des fibres de carbone et laurapositive du coefficient de dilatation
thermique de la matrice, peuvent, avec une oriemtabptimisée des différentes couches
constituant la structure, présenter globalementasgfficient de dilatation thermique proche

de zéro pour I'ensemble de la structure. La stébgéométrique de la structure est apportée
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par sa raideur globale. L'utilisation des fibres darbone a trés haut modusur les
composites permet de répondre a cette préoccupatienprincipal inconvénient des
composites a matrices organiques pour les applitatsatellites est sans aucun doute la
reprise d’humidité, pendant les opérations d'assegeb et pendant le stockage avant
lancemeni3] .

1.1.1.3 Effet de l'orientation des fibres sur Efarmation de composite monocouche

teeteeeteees

Ces fibres supportent
I'effort (ici de traction), C’est la résine qui supporte

avec une résistance a la I'effort de traction, avec une

runture élevé TV TIvTTV YTy

résistance a la rupture faible.

AAAAAAAAAAL
YYYVYVYVYVYYYY

Figure 1.1.Orientation des fibres a 90°. Essai de tractiommession

Pour un matériau composite monocouche, l'orienatle la fibre est choisie de fagon
adaptable avec les directions de I'efforts. Lesefibsont disposées de sorte qu’elles résistent
aux efforts de traction et de compression. Pouste¥rsaussi a I'effet de cisaillement, on met
deux fibres orthogonales de facon a ce que l'uedledsupporte I'effet de compression ou
traction et l'autre I'effet de cisaillement.

En outre, il y a une influence de la forme de renfwur la déformation. En effet, la
raideur obtenue avec un renfort tissé sera moigdeecelle que I'on observait en superposant
deux directionnels croisés a 90°. Cela est diclebure des fibres du fait de I'opération de
tissage ( figure ci-apres), qui rend le pli tistéspléformable que les unidirectionnels croisés
sous une méme sollicitation.

Renfort tissé Renfort unidirectionel croisé

& @)

matrice

Figure 1.2.Types de renforts
Les sections de ces fibres étant trés petites,uehfigre dispose d’une rigidité de

flexion et de compression tres faible, comparatieena la rigidité a tension, compte tenu des
rotations possibles entre les méches chainesmetrainsi, les tissus ne présentent pas (ou
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peu) de rigidités en cisaillement et d'importantasiations angulaires entre les méches sont
possibles4] .

1.1.2. Evolution des théories aux éléments finisirpa modélisation des composites
multicouches

Il est rare de trouver une théorie qui serait i@pple a tous les cas possibles (matériau
composite, anisotrope, isotrope, grand nombre delas, stratification sandwich etc...) et
aux différents domaines (statique, dynamique ehlflage), et qui de plus serait simple et
facile et ne co(te pas chére en temps de calcul.

La théorie la plus ancienne est celle de Kirchoffqui néglige I'effet de cisaillement
transversal. Elle ne peut en conséquence étregaggliqu’aux structures trés minces. La
théorie du premier ordre communément associée @lMifbl] qui fat I'un des premiers a
énoncer ses bases, prend en compte les effetsallieshent transversal a travers I’ épaisseur.
Elle conduit, de part 'hypothése des « sectiorstels restent droites » & un vecteur des
contraintes de CT constant dans I'épaisseur, erradiotion avec une représentation
guadratique classiguement obtenue pour les po(ttrésrie de Timoshenko) ou les plaques
en flexion/CT. Pour corriger cette insuffisances digcteurs dits de correction du CT y sont
introduits. Les éléments finis formulés en déplagenbasés sur la théorie du premier ordre
donnent généralement de bons résultats pour leststes isotropes et orthotropes. lls
deviennent peu précis une fois appliqués aux naabéricomposites contenant plusieurs
couches avec une anisotropie trés différente damuehe a une autre, au quel cas il faudrait
imposer des conditions de continuité sur les iata$[6] (fig. 1.3). Certes, les facteurs de
correction du CT, une fois introduits dans les nieslélu £ ordre en déplacement, ont permis
de résoudre des problemes de structures multiceuchais leur évaluations dépend
malheureusement du nombre de stratifications . Boarter a jamais ce type de probleme,
des théorie d’ordre supérieur ont été introduitesiébut des années 70. La premiére théorie a
été proposée en 1969 par witngdj, qui a supposé un champ de déplacement d’ordre
supérieur a 3. Elle a donné des résultats préas ifit abandonnée en raison de sa
complexité théorique ; elle exige en effet un grawdhbre de parametres. D’autres théorie
sont apparues par la suite, chacune d’elles pr&sdas avantages et des inconvénients, avec
des formalismes différents selon le domaine d'apgibn. Une synthése sur l'aspect
« éléments finis » et le lien avec les théoriespdemier ordre et d’ordre supérieur est
développée dans la section suivante.
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Figurel.3. Distribution des contraintes de cisaillemeptselon 3 théories

a : FSDT, First order shear deformation theory
b : HSDT, High order shear deformation theory
¢ : RHSDT, Refined high order shear deformatiomtie

1.1.3. Eléments finis et facteurs de correctiorCdu

Les matériaux composites multicouches sont le ptusrent modélisés par éléments
finis afin d’obtenir une estimation des contraintetsdes déformations dues aux efforts
extérieurs. En raison de leurs différentes apptioatindustrielles, les éléments finis ont attiré
I'attention d'un grand nombre de groupes de redf®r€eci a conduit a une amélioration
considérable de leurs caractéristiques.

Le calcul des éléments finis consiste d’'une pat@rminer le déplacement des points
de la structure sous diverses sollicitations, eutte part & bien formuler la variation de
I'énergie, ce qui permet de déduire les contra@ities déformations. Ainsi, les chercheurs
ont étudié le choix du champ de déplacement, ajosila formulation de la variation de
I'énergie. Plusieurs théories ont été dégagéess Maoiciterons les plus intéressantes.

Un premier choix du champ de déplacement est hask shéorie du premier ordre
[11 - 17] En optant pour ce choix, les auteurs considérprd les contraintes et les
déformations de cisaillement sont constantes @&tsaképaisseur d’'une structure composite.
Dans le cas réel, ceci n'est pas vrai. En effstclntraintes de cisaillement sont quadratiques
a travers I'épaisseur (Figures 1.3 et 1.4). Pouriger les contraintes de cisaillement
transversal, dont I'expression est issue de larib®€adu premier ordre, des facteurs de
corrections doivent étre introduits, comme celééaséuligné précédemment.
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Txz Théorie du premier ordre
TxzCONstant en z

Approximation quadratique
(représentation réelle dg) > Z

N

Figure.1.4. Approximations de la contrainte du CT : constdttiéorie du

premier ordre) et quadratique (ordre supérieur).
Les facteurs de correction sont calculés par coampam entre I'énergie de cisaillement
transverse, associée a la théorie Hwrdre, et celle due aux contraintes de cisaillem@as
contraintes sont déduites des équations d’équilift8,17,8,9]. Un calcul plus exact
[13,15 ,16] des facteurs de correction est obtencoenparant I'énergie de cisaillement dti 1
ordre et celle associée a la théorie d’ordre sapériPour un matériau isotrope (k1=k2=5/6)

[11],[12],[13], nous obtenons en générmal, =kU.. (U, est I'énergie de cisaillement
obtenue en utilisant les équations d’équilibredJgt,, est de cisaillement par la théorie du
premier ordre (Mindlin)). Pour les matériaux compess deux facteurs de correction k1 et k2
sont introdulits :

Ug, =kU,, etu

CT1

U, etU,, sont les énergies suivant 'axelx,,, etU.,, sont les énergies suivant I'axe y.

Bouabdallai{9] a développé une méthode de calcul des facteucsrdection du CT
pour les coques cylindriques courbes. Il les idenpar une comparaison entre I'énergie de
cisaillement résultante des équations d’équilibrecadle provenant de la déformation de
cisaillement de premier ordre (énergie effecti@)uabdallah a aussi étudié l'influence du
rapport épaisseur/rayon (h /R) sur les facteursateection k, et k, on note que R est le
rayon courbure de la coque. Il a conclu que pli® &lgmente, plus I'écart entre k=5/6
(plaque isotrope) etikkaugmente.

Dans le cas de la théorie du premier ordre, leficteit k permet d’estimer a priori la
sensibilité des poutres au cisaillement transve@ahs une section composite, cela permet
d’optimiser les orientations des fibres, quand’agg de matériau unidirectionnel, ou les
épaisseurs relatives des différentes couches darsutres cas. Bat¢z3] a utilisé la méme
meéthode d’équivalence entre I'énergie exacte de agélcupéré du modele. Il a introduit le
gauchissement dans la déformation de membrane.autte procédure est développée par
Aurichio & Elio-Sacc§l3] qui ont adopté le principe d’équivalence entrendgie de
cisaillement calculée par la contrainte de cisaittett™ (elle-méme obtenue par les relations
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constitutives de la théorie du premier ordre) éérgie de cisaillement calculée en adoptant
la contraintd " (recouvrée par les équations d’équilibre 3D).

Choa et a[29] ont proposé une autre méthode de calcul des factleucorrection en
comparant I'énergie de cisaillement résultanteadthéorie du premier ordre et celle déduite
des équations d'équilibre de facon a obtenir degefms de correction initiale entre
FSDT(First Shear Deformation Theory) et EHOST(E#int High Order Theory) (Pour
corriger les déformations de CT qui réduisent effe rotation de I'angle de cisaillemaght

1.1.4. Synthése bibliographique sur les théoriesdidé supérieur
i- Aspects généraux:

Les facteurs de correction du CT dépendent du nemé couches ou de stratifications
présentes dans une plaque ou une coque compasiteé¥ter d’utiliser ces facteurs, certains
auteurs ont adopté des théories dites d’ordre myséou le champ de déplacements est en
général défini par une série de Taylor de la forme

U (%%, ) = U0 (x, %)+ 2679 (%, %, )+ 267 (%, %, )+ 2079 (%, %, )+ 279 (x5 )+ (L.1)

Partons de ce principe, nous pouvons utiliser diffés ordres, en fonction de la
complexité du probleme et de la précision souhaltéeplupart des études sont basées sur un
développement erf3ordre, assurant ainsi un niveau minimum de conitg@léx9],[20],[21].

La valeur degf" détermine la nature de la théorie. Ainsi, la tig@alu premier ordre de

Reissner-Mindlin est obtenue en posagt® =0 pouri=2,34 ..., j=1..2

En principe, les modéles d'ordre supérieur sorg ptécis que les modéles du premier
ordre. La précision augmente avec l'ordre de d@pelment, c'est & dire avec le nhombre de
parameétres supplémentaires. Cependant, les camlaiax limites sur les bords sont difficiles
a satisfaire et le nombre de variables de déplaceméépendantes dépasse celui des modeéles
classiques. Pour réduire le nombre de parametrafplacement, plusieurs simplifications
sont proposées. On impose souvent les conditionsutiéé des contraintes de cisaillement
transverse aux surfaces supérieure et inférieuda géaque. Le développement de (1.1) est
utilisé aveclLe champ de déplacement (1.1) devient :

{ua(xl,xz,xg =2) = U (X1, X,) = 2W,, + 2)y5 (X1, X,)

Us(Xl,XZ,X3 :Z):W(Xlixz) (1.2)
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Selon I'expression de la frontiére de cisaillemi&n}, quelques modéles d’ordre supérieur se
sont distingués dans la littérature. Nous citonpaaticulier :

- L’approche d’Ambartsumyai2?] avec ;
h?z z2
=Z __ ——_
f(z)—2(4 3j (1.3)

- L'approche de Reissnés2], Pan¢23] et Kaczkowski24] avec ;
54142
(2 4{1 3th (L.4)

- L'approche de Levinsor2p], Murthy [26] et Reddy P7] avec ;

f(z):z(l—%] (1.5)

i- Théorie de zig-zag

Pour mieux décrire la déformation par la théorierdfe supérieur pour matériaux
composites, certains auteurs ont associé la théarrere supérieur a celle dite de ziz-zag
[28],[29],... Cette derniére est destinée justement & miecrirddes effets d'interface. Ainsi,
différents modeéles issus de l'approche par couctieété proposés. Le multicouche est
subdivisé en sous-structures (correspondant erafelitaque couche ou chaque ensemble de
couches). On appligue a chaque sous-structure héwgie¢ du premier ordre ou un modeéle
d'ordre supérieur. La cinématique des modeles aigsatisfait a priori les conditions de
contact et est indépendante du nombre de couches.

L'avantage principal du champ de déplacement dedeles zig-zag réside dans la
bonne modélisation de la distorsion de la normala surface déformée, ainsi que dans la
vérification des conditions de continuité, et cessaugmenter pour autant le nombre et I'ordre
des équations fondamentales de la théorie du preardee. Le recours a des coefficients de
correction pour cisaillement transverse est évité.

En se basant sur le concept de Di Sciuva [30],igus auteurs ont réalisé des
améliorations significatives pour le modele zig-Zdturakami[31], Cho[32], Averill [33],
He [34], Icardi 01&35], Icardi 01(36], Carrera[37]). L'amélioration principale est
l'introduction d'une distribution non linéaire dééplacements. On superpose le champ zig-
zag (linéaire par morceau) a un champ de dépladediamire supérieur (souvent cubique)
(figure 1.5). Les conditions de compatibilité saattisfaites sur les surfaces supérieures et
inférieures des plaques pour réduire le nombreadanpétres.
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Figure.1.5.Champ de déplacements des modéles zig-zag d'sugérieu37]

A travers notre lecture de la littérature en matide théories d’ordre supérieur, il apparait que
celles-ci sont certes intéressantes du point de préeision, mais demeurent néanmoins
codteuses en temps de calcul et assez complexememnde formulations .

iii- Application des théories d’ordre supérieur

Les théories d’ordre supérieur envisagées par igsrtauteurs sont applicables a
certains types de probleme (statique, dynamiqaejldhge,.. ). La performance d’'un élément
fini est liée a la théorie utilisée. La théorie e supérieur se distingue par son ordre
polynomial, son nombre de coefficients ou de pateséqu’elle engendre et le type
d’élément qu’elle utilise. Il y a beaucoup de peshks qui ne se résolvent que par l'utilisation
de certaines technigues ajoutées a ce type daghé&wus citons en particulier les problémes
de discontinuité des contraintes sur les interfadesverrouillage en CT de I'élément (shear
locking), d’apparition de modes parasites. Dangjaesuit, nous résumons les différentes
théories se déclinant par rapport aux problémesdents :

M. Moita [38] a proposé un élément quadrilatere a 9 nceuds ded@s de liberté par

nceuds. Les champs déplacements u et v sont culpqueapport a I'épaisseur et w est

constant. Il est particulierement efficace poucahdr le flambage des plaques épaisses et
minces. Le nombre de parametres étant importamd, leecalcul assez lourd.

- Patel et al[39] ont traité une structure de coque assez compligeééenétriquement au
3*™ ordre, afin d’améliorer I'état de déformation. dist introduit I'effet de zig-zag qui
assure la continuité sur les interfaces (le nondler@arameétres augmente avec le nombre
de couches).

- Kant et al[41] ont développé un élément basé sur la théorie déosdipérieur raffiné
(surtout sur les plagues sandwich). lls ont définitthamp de déplacement de telle fagcon
gue u,v,w soient cubiques par rapport a I'épaiss@imaque ensemble de 2 couches
successives est divisé en un certain nombre de-csuches pour améliorer I'état de
contrainte de cisaillement et avoir une continaité interfaces.

- Semedo-Garcao et g2] ont utilisé une méthode particuliére d’ordre él¢hayerwise)
qui consiste a prendre beaucoup de parameétresesillbabituellement utilisée pour les
matériaux composites comprenant beaucoup de cquohedhacune ayant des propriétés
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différentes de l'autre, en imposant une contingité les interfaces pour les champs de
déplacement et ceux des contraintes. lls ont dppéldes champs de déplacements en
termes de deux fonctions (fonction d'interpolatiogt fonction polyndme de
Lagrangedi(z) ) qui changent d'une couche a autre. Cetterthéest trés précise au
niveau des résultats mais elle est trés compliquéettre en ceuvre.

- Nayak et a[43] ont proposé un élément HSDT (high order shearrdeftion theory ) qui
utilise un champ de déplacements d’ordre 2 (le piogple). Pour éliminer le verrouillage
en CT, ils ont utilise une hypothése faisant irge@iv9 paramétres (&, n, &n, &2 1%, 1%,
& 1% n &) pour définir les contraintes de cisaillement snarsalyy, etyy, .

- Rank et a[44] ont adopté deux théories. Ld*(théorie solide de coque) est basée sur un
élément hexagonal a 9 nceuds, {4°2héorie est hiérarchique (hierarchical theong ; |
champ de déplacements a un ordre équivaut au nomiee couches :

u(&,n,k)= i(z)kuk(f,n). U est une fonction d'interpolation a définir.
k=0

- Zen Wu et a[45] ont proposé une théorie intéressante du point dedes résultats sur les
contraintes. Celle-ci assure la continuité surinésrfaces et les conditions nulles (en bas
et en haut). Elle définit sur chague couche un ghdendéplacement différent et utilise 11
degrés de libertés par nceud. Elle est communémppelée <« high order shear
refined theory».

- Matsunoge [46] ont proposé une théorie qui consiste a développechamp de
déplacements a l'aide de I'approche dite « powges&xpansion ». Sur chague couche,

'auteur définie un nouveau champ de déplacendngV”y; et les contraintes sont

n=0
déduites des équations d’équilibre par le princigeationnel de I'énergie. Le nombre de
parametres étant réduit.

Toutes ces théories sont trés intéressantes, gameour traiter le probleme de discontinuité
des contraintes sur les interfaces et, d’autre paur éviter l'utilisation des facteurs de
correction de CT. Les résultats obtenus sont gesbaht satisfaisants. Le seul reproche a faire
a ce type de théories est qu’elles sont gourmagiésmps de calcul.

1.1.5. Modeles mixte-hybrides de premier ordre

Les modéles « éléments finis » mixtes, mixtes-a@s ou hybrides ont souvent été
utilisés pour leur degré de précision en termeatdraintes. Ills ont également constitué une
solution au probleme de verrouillage en CT des éimfinis de plague en flexion/CT
formulés en déplacement.

Plusieurs formalismes variationnels mixtes existen effet pour le développement
d’éléements finis précis. Nous citons les formulasiocompletement hybrides, mixtes
généralisées au sens de Hu-Wachizu et plus pagtieaient celle dite « mixtes ou mixtes-
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hybrides » au sens de Helliger-Reissner. Cettei@lera été adoptée dans la présente étude
pour la formulation de nos modeles éléments firisaues composites multicouches.

La formulation mixte-hybride consiste a utilisers lvariables mécaniques de type
contraintes ou efforts résultants que nous approxgren fonction de parameétres satisfaisant
a la condition de continuité £ Le nombre de paramétres joue un rdle importans da
disparition des modes parasites. Nous citons dangut suit quelgues modéles mixtes-
hybrides utilisés dans la littérature pour lesctrices composites :

Kim et al [40] ont utilisé une formulation mixte-hybride généraleur une poutre en
introduisant deux fonctions « bulles » au champdéelacements et au vecteur des
contraintes associant la contrainte de cisaillenenta contrainte de flexiono€Pp,
n(3)=9). Leur modele donne de bons résultats pourctedraintes, ne présente pas de
verrouillage en CT. Il reste assez colteux en nadkes fonctions bulles qu'il utilise.

- Shi et al[47] ont développé une méthode appelée « weighteduasapproach » qui
consiste a substituer les différentes variables da&guation différentielle du probléme
(équation faible). L'approximation des vecteurs tcaintes et déplacements est donnée
par {o}=[P){ B}, {u}=[NKu .}, ( p: définition quadratique en fonction et ).

- Bishoff et al[48] ont utilisé une technique appelée EAS pour rédlérdlocage en
membrane et éliminer la sensibilité a la distorsggométrique (Enhanced Assumed
Strain). lls ont enrichi par leur technique la défation de membrane en introduisant 5 ou
7 parametres. La technique ANS (Assumed Natureirgtest utilisée pour éliminer le
verrouillage en CT. Le formalisme variationnel isél est celui de Hu-Washizu.

- Wanmin et a[49] ont proposé un élément composite a 4 nceuds dugsrendre. lls ont
utilisé une formulation mixte-hybride incomplételldeest mixte en cisaillement, la
membrane et la flexion sont formulées en déplacmdmes auteurs utilisent des
fonctions bulles pour les variables de rotatiordes fonctions isoparamétriques afin de
relier les variables de flexion a celles de dépteamt transverse. Cet élément est valable
pour une application dans le domaine du délamimagdes défauts apparaissent dans la
structure. Les auteurs présentent un programmaldel cles facteurs de correction du CT.

- Les éléments DSQ et DST de Lardé8f sont basés sur un modéle variationnel mixte
modifié. L’auteur calcule la déformation de CT ertpnt des équations d’équilibreg}({
constant, w cubique quadratique). Ensuite, il ajoute & chaque cot€éaément deux
variables cinématique (w,x , w,y ) et 2 rotations railieu @s et B, ). Il obtient par
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exemple 8 et 4 w pour un quadrilatere qui seront éliminésles équations d’équilibres.
Les deux éléments éliminent le verrouillage et nés@ntent pas de modes parasites.
Cependant, la formulation théorique reste compktxe@ous devons calculer pour chaque
probléme les facteurs de correction.

- BouabdallaH9] a utilisé une formulation mixte de type Hellindgeeissner en contrainte.
Toutes les contraintes sont définies dans un seatbur £} qu’il exprime en termes des
parametresd}. Au moins 14 parametres sont nécessaires powqdodviter I'apparition
des modes parasites ; ils sont éliminés par comtiensstatique au niveau élémentaire.
L’élément quadrilatéral a 4 nceuds donne de bonsltaés sans modes parasites.
Cependant, cette technique reste limitée a I'étlmte structures courbes essentiellement
cylindriques. D’autre part, elle fait appel auxtags de correction du CT pour simuler le
comportement mécanique de structures compositegcoudhes.

- L’élément fini proposé par Kati[iLO] pour les plaques est basé sur la théorie desgdaqu
épaisses de Reissner/Mindlin (théorie du premidredr La fonctionnelle utilisée est de
type mixte modifié de Hu-Washizu. Les variableséaimtiques (W,p,) de continuité &
sont interpolées de maniére quadratique en intsaditiides variablag au milieu du coté
k . ax sont éliminés par une technique utilisant les égnatd’équilibres. L’élément fini,
baptisé DST-BK élimine le verrouillage en CT etprésente pas de modes parasites. Il
utilise également les facteurs de correction du gour simuler le comportement de
structures composites multicouches.

- L'élément de Song et dll2] est basé sur un modele mixte généralisé. Il oaltes
contraintes d’'une facon précise. Les efforts réstdt {M}(moments de flexion) et
{N}(efforts normaux) sont respectivement interpoliégairement, avec 12 paramétres de
flexion as(12) pour {M} et 5 parametres de membrang5) pour {N}. L'approximation
des efforts de CT {T} utilise les mémes parametrear elle est définie a partir de celle
de {M} via les équations d’équilibre. Pour approches déformations de CTy], les
auteurs supposent une déformation de cisaillememstante sur les cétés de I'élément.
Les rotationsfx et By sont interpolées de fagon bilinéaire mais aveprisence de 4
fonctions « bulle ». L'élément mixte de plaque firdonne de bons résultats et en
particulier sur les contraintes, ne présente pasnddes parasites mais introduit les
facteurs de correction dans la matrice de compeménde cisaillement. Il reste
relativement colteux & cause des fonctions « Isudje’il utilise.

Enfin, parmi les éléments proposés dans la littéeaton trouve beaucoup d’éléments qui

utilisent les fonctions « bulles » d’ordre supéri@quadratique, cubique et d’ordre 4). En effet,
par ce moyen, la condition de non verrouillage dE& geut étre facilement veérifiée.
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L’inconvénient majeur dans l'utilisation de ce tyde fonctions est le colt élevé qu’elles
engendrent en terme de points d’intégration nurmériggcessaire au calcul exact des matrices
élémentaires. L'augmentation des parameétres gésesalssociés aux fonctions « bulle » peut
constituer également un inconvénient, lié cette-fbiaux opérations d’inversion des matrices
lors du processus de condensation statique. Naussadgalement constaté que ces éléments
utilisent tous des facteurs de correction de CTE, fois appliqués aux structures composites

multicouches.

1.2 Objectif de la thése

Le premier objectif de cette these est de développe famille d’éléments mixtes-
hybrides quadrilatéraux a 4 nceuds, pour les stegten plague et coque isotropes et
composites multicouches, prenant en compte le$ @ffecisaillement transversal (CT). Leur
formulation est basée sur un modeéle variationnetaviybride que nous appelons «Modele
Mixte Projeté en Cisaillement » ou encore « modaigte avec hypothéses discrétes de
Mindlin » (en anglais,MiSP : Mixed with Shear Projection). Ce nouveau modele est
également valable pour des structures sans eff@Tdéplaque et coque trés minces ou de
Kirchooff).

La contribution essentielle de ce travail de reche est I'introduction d'une
formulation mixte-hybride de plaques et de coquastees, basée sur la théorie de premier
ordre de Mindlin en évitant de recourir aux factede correction du cisaillement transversal
lors de la modeélisation des structures composit@icauches. L’intérét général est quelque
part d’éviter l'utilisation de théorie d’ordre super, souvent complexes et colteuses en
temps de calcul.

Les éléments finis multicouches développés suase ldu modele MiSP sont :

* Pour la plaque en flexion et CT :
0 MiSP4/ml : un quadrilatere a 4 nceuds (ml : mulgldy
* Pour la coque courbe en membrane, flexion et CT :

o NHMIiSP4/ml: un quadrilatere a 4 nceuds isoparanuétricourbe, avec une
formulation hybride naturelle (au sens de Pian fidpour la membrane et une
formulation mixte-hybride pour la flexion et le Gl : multilayer)

o HMIiSP4/Q4/ml: un quadrilatere a 4 nceuds isopanaguét courbe, avec une
formulation en déplacement pour la membrane etfamaulation mixte-hybride
pour la flexion et le CT (ml : multilayer)
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Ces éléments sont appligués aux structures corepositllticouches, épaisses et
minces, sous sollicitations statiques et dynamiduiesations libres).

1. 3. Plan de la these

» En premier lieu (chapitre 1), nous nous attachoderaer un apercu bibliographique sur
l'utilisation des matériaux composites, des théoraix éléments finis d’ordre 1 ou
d’ordre supérieur, avec ou sans facteurs corrediifscisaillement transversal, et des
formalismes variationnels adéquats existants..

* Le chapitre 2 est consacré a la formulation thé@rigu modéle de plague composite
multicouches en flexion/CT. Celui-ci est basé suitHéorie linéaire du premier ordre,
communément associée a celle de Reissner/MindéinlsSes effets de flexion et de CT
sont pris en compte, I'aspect membrane est dévéldpps chapitre 4. Il s'agit du modele
mixte-hybride MiSP Mixed with Shear Projectign pour lequel, d'une part
'approximation des efforts de CT résulte de cediis moments de flexion en satisfaisant
explicitement les équations d’équilibre en flexi@iautre part, les déformations de CT
sont définies en fonction des déformations de bqgrasnous projetons sur les degrés de
liberté nodaux. Un nouveau modéle d’élément finixtevhybride a 4 nceuds, sans
introduction de facteurs correctifs du CT, est ps#p sur la base du modéele MiSP. Il
s’agit de I'élément de plague multicouches MiSP4filixed Shear Projection 4-
nodes/multilayer).

* Le chapitre 3 est consacré a la validation numériqu modéle de plaque MiSP4/ml
proposé sur des cas-tests standards de plaquiésisaet sandwich, sous sollicitations
statiques et en vibrations libres. Les performanitemodéle en matiere de précision sont
évaluées a travers des tests de plague compos3tes @ couches, simplement supportée
et encastrée, sous un chargement sinusoidal cornonaf

* Le chapitre 4 concerne la modélisation des coqeefodne quelconques. Nous avons
adopté l'approche géométrique du solide 3D-dégénmknds I'épaisseur, aujourd’hui
largement utilisée. Les éléments finis courbes espondants sont basés sur
'approximation des composantes cartésiennes dlacEment d’'un point quelconque de
la coque. Dans notre cas, nous considérons unexapyation isoparamétrique de la
géométrie et des déplacements de la surface moyEmitike approche est utilisée pour la
formulation de deux éléments quadrilatéraux mixtgsrides de coques composites
multicouches en utilisant le modéele MiSP (Mixed &hwith Projection). Il s'agit des
éléments NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4/ml (présentés @démment en objectifs). lls ont
été intégrés explicitement dans I'épaisseur, derfagtalement découplée de l'intégration
numérique sur la surface moyenne.
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Le chapitre 5 est consacré a la validation numérides éléments de coques proposés.
L’examen des six modes rigides d’une coque estteffeen premier lieu (section 5.1).
Une série de cas standards considérés par lesiegngercomme des outils importants de
validation des éléments de coque est utiliséegauite (section 5.3). Différents types de
sollicitations statiques et en vibrations libresitstraités pour les structures composites
stratifiées et sandwich (section 5.4). Nous avoasnpntrer a travers ces tests les
capacités et les limites de nos modeéles mixtesitigdide coque de premier ordre.
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Chapitre 2

Formulation du modeéle de plaque mixte-hybride multcouche sans facteurs
correctifs de CT

2.1. Rappel sur la théorie des plaques du premierdre

2.1.1. Hypothéses cinématiques et mécaniques

La théorie des plaques du premier ordre ou de Raiddindlin [50,51] est basée
essentiellement sur les hypothéses suivantes :

Cinématiques :

- H1 : Hypothese des sections droites
“Toute section droite perpendiculaire a la surfaceoyenne non déformée reste droite
mais non nécessairement perpendiculaire a la suganoyenne déformeée”.

- H2: La composante transversale du déplacemardrdu'épaisseur est constante.

Mécaniques :

- H3 : Hypothése des contraintes planes
“La contrainte gz est négligeable devant

les autres composantes du tenseur des contraintes”

- H4 : Hypothése d’anisotropie plane pour chaquecke dans le cas d'une plaque
composite. Cette hypothése considere z comme axthdtropie de toutes les couches
(orthotropie dans le plan LT, Figure 2.5).

2.1.2. Géomeétrie et efforts résultants d’'une plaque

Une plaque est un solide tridimensionnel dontdeedimensions, appelée « épaisseur »,
est petite par rapport aux autres dimensions @istitjues. Ce solide particulier comporte
généralement un plan de symétrie en z=0 (plan @kigure 2.1) appelé « surface de
référence » ou « surface moyenne » de la plaque.
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Figure 2.1. Géométrie d’'une plaque

Le vecteur position du point q (Figure 2.1 ) estidédans le repére cartésien (x,y,z) de
base orthonormé@ , j,k) par:
X, =X + =X +yj+ K (2.1)

Contraintes et efforts résultants :

La figure (2.2) montre les contraintes agissantissiisections d’'un élément différentiel
de plaque, soumis a une charge extérieure g suileae z et constitué d’'un matériau
homogene linéairement élastique.

- Les contraintes normales,( oy) et de cisaillement plam, sont linéaires en z et sont
associees respectivement aux moments de flexiQiMyet de torsion N, (Figure 2.3).

- Les contraintes de cisaillement transversal (GJ)et 1y, sont quadratiques en z et sont
associées respectivement aux efforts tranchantst Ty (Figure 2.3).

Ox

Txz Txy

Figure 2.2.Contraintes agissant sur un élément différenegbldque homogene
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Figure 2.3.Efforts résultants

Les expressions des efforts résultants sont défpag 18, 52]:

* Moments de flexion (Nm)

MX:jaxzdz ; My:JZ-JyZdZ ; Mxy:jrxyzdz

2 2

* Efforts de CT (N/m)

TX:JZ'rxzdz; T=|r,dz

Remarque
Les efforts de membrane sont données par:

h

<NX N, ny>=_[<ax g, rxy>dz

h

2

(2.2)

(2.3)

(2.4)

La formulation de notre modeéle de plague sera denitt la flexion avec cisaillement

transversal.

2.1.3. Cinématique d’'une plaque de Reissner-Mindlin

a) Déplacement d’'un point quelconque q
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(a) Avant déformation
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W <0 Wy, yyz> 0
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(b) Aprés déformation

Figure 2.4.Cinématique d’'un point d’'une plaque en flexion/CT

Dans la configuration initiale (Figure 2.4a), lecteur position du point quelconqug g
est donné par :

%

X
%, =x +%& ; {x}=1y (2.5)
Z

En considérant uniquement les effets de flexiotee€T, le vecteur position de g s’écrit dans
la configuration déformée (Figure 2.4b) :

X, =%, +wi YK+ & 08 ; {6f =(6, 6, 8) 2.6)
X o,

ou encore X, =1 Y (+z3-6, ; B.=06,etp,=-06 (2.7)
Z+w 0
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Le champs des déplacements correspondants, sgppostits entre les deux
configurations Avant et Aprés déformation, est nigfar :

u(x,y,z) =x, = x, =z8(x,y) (2.8.a)
V(X Y,2) =Y, Y, = ZB,(X.Y) (2.8.0)
W(X,Y,2) =W, (X,Y) (2.8.¢)

Px et By sont les rotations du vecteﬁq dans les plans xz et yz respectivement. On peut
également définir les rotatior& et 6, des plans xz et yz autour de x et y respectivement
(figure2.4).

b) Champ des déformations

Le champ des déformations est défini par

<£s> = <£X £, yxy> , <ys> :< Ve yyz> (cte suivant I'épaisseur) (2.9)
avec E =20, &=2B,, i V,=26,= z(,BX,y + ,Byvx) (2.10.a)
Ve =26,=B, W, , y,=2,=6,+W,, (2.10.b)

Nous pouvons ainsi écrire :

{e}=4x} 2.11)
avec (x)= < B, B,, B+ ﬂyyx> : vecteur courbures de flexion (2.12.a)
(y)=(B,+w, B, +w,) : vecteur déformations de CT (2.12.b)

2.1.4. Equations de I'équilibre statique
L’équilibre au point q de la plaque considérée mmmun solide 3D particulier, est défini
en général par :

div[?J+ f =0 sur le volume de la plaque (2.13)

ou encore ; en tenant compte de I'hypothése ddsaiotes plane H3
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Jx,x + Z-xy,y + sz,z + fvx = 0
TyutO,, +T,,+ fw =0 (2.14)
sz,x + Z-yz,y + fvz = O

2.1.5. Lois de comportement élastique

a) Plaque homogene isotrope

Les relations contraintes-déformations s’écrivemirpun matériau homogene isotrope :

{o}=4Hx} ; {r}=[cin} (2.15)

avec ;
. 1 v O . 10
[ ]=1_V2 v 1 19V ; [G]:Z(lw){0 J (2.16)
00

(0)=(0, o, 1,)et(r)=(r, 7,),E:moduledYoungy : coefficient de poisson
(x) et{y) (relations 2.12a,2.12b )

Les relations efforts résultants - déformationdsémnent en développant les intégrales (2.2)
et (2.3):

{M}=[H fx} et {T}=[H.k1 (2.17)
avec ;
1 v O
H]=—E" v 1 o | ; [H]=k=E" |1 O (2.18)
“121-v?) 0 o IV TR T 2+w)|0 1 '
2

La matrice de comportement de cisaillembmg] dépend du coefficient k de correction du

CT. k=5/6 pour les matériaux isotrogés)]
b) Plague composite (stratifiée)
Dans le cas ou le matériau est constitué d'umaifstation de couches orthotropes dans

le plan LT et isotropes dans le plan TZ (figure25}], nous pouvons écrire pour une
couche :
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{o}=[H e} {nd=[cHn (2.19a)
(o)=(0, o, 1.):(t)=(1, 1) (2.19b)
(e)=(e. & Vo) i ()=We Vo) (2.19¢)

dans le repére d’orthotropie (L ,T,Z) , les matridescomportement élastiques s’écrivent

HLL LT 0 G 0
s e o) el O] (2.20.8)
sym G ’
HLL :L ; HTT :i ; HLT = ELVLT ; GTZ = ET (220b)
1- VitV 1- VieVn 1- ViVn 2(1+ VTZ)

Les matrices de transformatiof;] et [T,] suivantes permettent un passage du repere
d’orthotropie au repére cartésien (x,y,z) :

cc s cs
[Tl]:{ $ —cs} ) [Tz]={_cs j (2.21)

-2cs 2cs ¢’ -¢
Ainsi, {at=[HKe} . {}=[ckn} (2.22)
H]=[T]HIm] . [6l=[L][G.]T.] . c=coss , s=sing (2.23)

Apres I'assemblage suivant I'épaisseur, les mariterigidité homogénéisées a I'aide de la
technique de stratification seront données paegtte nombre de couches, voir figure 2.6)

Rigidité membrane : H.]= i[Hi](zi+1 -z)
Rigidité flexion : =3[Rz, -2) m(2.24a,b,c,d)

i=1

Rigidité membrane flexion:  [H,,]= %i[Hi](zﬁl -7)
i=1

Rigidité de cisaillement transvers@it;. | = i[Gi z..-z)
i=1
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Figure 2.5.couche orthotrope

Nous considérerons dans la suite I'hypothése mip@e transversale dans le plan TZ .
Seules cing propriétés indépendantes seront aiéfaiieés comme des données du
matériau :

E =E =E, , v

couche n e e e e e e e e e e e T e

T Référence z=0

;HQCQOEEEHQJC%}}}ZhH
i R T e

Figure. 2.6.Section d’'une plaque stratifiee symétrique.

2.2. Formulation du modele « Elément fini » mixte-fibride multicouches MiSP4/mi

2.2.1. Introduction

Nous proposons dans cette section de développelgmplagues composites multicouches le
modéle mixte-hybride dénommé MiSP4/vlixed with Shear Projection 4-nodes multilayer
formulé et validé antérieurement par Ayad] pour les plaques homogénes isotropes sous le
nom MiSPA4.
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2.2.2 Formulation théorique du modéle MiSP4/ml

2.2.2.1. Géométrie de I'élément

La géométrie de I'élément MiSP4_gdt définie par :
4 4

X=)> Nx ety=> Ny, (2.25)
i=1 i=1

Xi , Yi . sont les coordonnées des nceudssadwt les fonctions d’interpolation bilinéaires
classiques données par :

i:%(1+gi§)(1+nm) =14 -1<(En) <1 (2.26)

r._ 1. :C*t

xz1"yz

.| ot

o (W,/Bxugy3 AT

v
i

Elément réel MiPS4_ml Elément de référence a 4 noeuds

Figure.2.7 Géometrie de I'élément mixte-hybride standard

La matricejacobienne J] et son inversg] s’écrivent :

[J]:F“ J”Hx'f y“‘}:r'\"ql{xﬂ} {vJl (2.27)

Jy Jn X, Y < N 7 >
. 1 ‘J22 _‘]12
= ; detJ=J.J,-J,] 2.28a,b
[J] detd |:_ 3, I, 1Y 12921 ( )

N:etN, sont les dérivées des fonctiddispar rapport & et an respectivement, déest
le déterminant de la matrice Jacobienne.

2.2.2.2. Approximation des variables cinématiques
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On définit une interpolation bilinéaire des troiariables cinématiquew 3 et 5,
(continuité €) sur les 4 noeuds de I'élément :

w=> Nw (2.29)
B _& . |Ba
ilfy

2.2.2.3. Approximation des contraintes et condgide stabilité

L’espace fonctionnel admissible pour les contesinfog} et {14 est de type C.

Elles sont définies et continues localement suém@nt. L'approximation de ces contraintes
doit contenir au moins cing termes constants & termes de dg} linéaires end (état de

contraintes pour une plaque en membrane-flexionf@aF exemple). Les paramétres
d'approximation de ces deux vecteurs contraintegedbassurer un rang correct a la matrice
de rigidité élémentaire finale, obtenue apres KEimination par condensation statique. Ils

doivent donc veérifier la condition de stabilité ¢edsaire et non suffisante) suivante :
n(u,) =12 pour un €lément de plaque a 4 nceuds )

n(a,;)+n(a.)=n(u,)-3 (2.31)

n(a,) etn(a, ) représentent le nombre des parametres d’apprarimdés contraintesog}
et {tg respectivement. Il doit étre choisi de telle m&ei que le modéle mixte final ne soit
pas équivalent au modéle en déplacement correspbnda

a. Approximation des contraintes dans la directilen’épaisseur

On définit une approximation linéaire €npour {og} et quadratique e pour {tg},

{o}={lo}+do} o {r}=@-3{r} (2.32a,b)
UXO Jxl
_ contrainte . _ contrainte
{UO} ~19w (demembrang ’ {al} =19 ( deflexion j (2.33a,b)
nyo nyl
()= T (contrfainte;deCTj (2.340)
T aupoint p(¢ = 0)
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L'approximation des contraintds } tient compte des conditions d’équilibre sur lesefa

supérieure et inférieure de la plagufr § ={0} en ¢ =+ 1). Dans la formulation du modéle
de plaque, supposée travailler uniguement en flexéd CT, seules les contraintes
correspondantes sont considérées. Les contraietm!embrane{ao} seront prises en compte

dans la formulation du modéle de coque (chapitre 4)

b.  Approximation des contraintes sur la surface emmye iso-paramétrique

Une approximation bilinéaire classique est défpoer le vecteur contraintes de flexion
{o,} et son duak o > (contraintes virtuelles) :

{o}=[Rla.} ; <o;>=<a,>[R] (2.35)

<p> <0> <0>
[Rl=|<0> <p> <0>|,<p>=(1 & n &) (2.36)
<0> <0> <p>

<g,>=<a .. i=1al2> (12 parametres de flexion) (2.37)

Douze parametres de flexian, seront ainsi €liminés par condensation statiqueiweau de
'élément.

La définition de I'approximation du vecteur destaintes de C'I{ro} (2.32b) n’est

plus explicite. Celle ci s’obtient a partir de lfession déal} (2.35) en satisfaisant deux des
trois équations de I'équilibre tridimensionnel emtraintes, définies respectivement selon les
axesx ety par :

axx + Txyy +Z—xzz - fx :O
' ' ’ (équations 2.14)

Ty + a,, + Ty ™ fy =

X

fx et fy sont des forces de volume fonctions des varialleg). Une écriture des contraintes
de CT 1, et r, s'obtient en utilisant une intégration par partiesachant que

h/2 h/2 . .
J' szxdz: j_h/zzfydz: 0 et que les deux contraintesnt nulles aux interfacez € xh )2

Il en résulte que

T g . +T
'[hIZ 2 dZ:J-hlz 20 T xx WY L4 (238)
-2 (T, -hiz (T t0,,

Xy,
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0,0, etr, sont les composantes du vectmy} (2.32a).7,, et r,,sont les composantes du
vecteur{Ts} (2.32b). En appliquant les approximations définesir les vecteur{;os} et

{TS} (équations 2.32) , sachant qde:gdl, nous obtenons l'expression suivante du

vecteur{t,} faisant intervenir les paramétres de flex{tm} au nombre de douze :

{r,} =1 dilo] (2.39)
Avec ;
- 0-><1,>< + z-><y1,y
{divio,]} = =[PNa} (2.40)
xyl,x+0-y1,y
<p> <0> < >
[P,]{ P P } (2.41)
<0> < p,> <p>
<p1>:<o j11 j12 ,7j11+ 112> ;<p2>=<0 j21 jzz ,7j21+ 122> (2'42)

La condition de stabilit¢é (2.31), qui devient aimgtr,)=n(u )—3 , est par conséquent

satisfaite.

2.2.2.4. Approximation des champs de déformations
a. Deéformations de flexion

Les déformations de membrane n’étant pas consgél@ns cette formulation, le
vecteur des déformatim{ss} s’écrit (voir équation 2.11) :

{et=dle) (2.43)
avec {é’l} :g{)(} et { )(} = [Bl]{un} ({ ,Y} courbures de flexion (2.44)
0O N, O ..
[B]=|0 0 N, .i=14[;{u)=(w B, B, ..i=14) (2.45)
0 N, N,
Ni,x = jllNi,{ + j21Ni,/7 et Ni,y = jZlNi,E+j22Ni,/7 (2.46)

b. Déformations naturelles de CT. Utilisationldenéthode ANS
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Dans la plupart des modéles mixtes classiquesyeleouillage en CT provenait
essentiellement de la définition numérique desrdédtions de C'F{ys} (équation 2.12b). Ce
probléeme numérique est la conséquence d'une appatixin bilinéaire des variables
cinématiquesw,3.43), utilisée pour évaluer les déformations de CTit€3 une intégration
réduite de la matrice de rigidité correspondante Gie contribue a I'élimination du
verrouillage, mais avec pour conséquences I'apparite modes parasites (faux mécanismes
d’énergie nulle), qui peuvent ne pas disparaitrmenéprés assemblage de plusieurs éléments,
et surtout une sensibilité des éléments finis astorsions géométriques. Pour éviter tous ces
problémes numérigues, nous avons adopté, dans uaaodéle MiSP4_ml, la technique des
déformations de CT de substitution (Méthode ANSss#med Natural Strain) proposée par
Bathe et aJ54,55].

Nous commencons par définir les déformations semées{), }en fonctions des
deformations isoparameétriquég, ghie nous interpolons linéairement deux a deuxlesur

bords élémentaires (figure 2.8) :

I ={f2}=[j]{yg} (2.47)
_|Ya| _
{yg}—{y }—[A]{y&} (2.48)

[Al=7 0 1+
¢ 0 1-¢

1{1—,7 0 1+7 O
2

} , <y5k>=<y§ Vo Ve y”2> (figure 2.8)

Figure.2.8.Déformations de CT de bords
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Les déformations naturelles ou isoparamétriquebcdd< y{k> sont projetées sur les

ddl aux nceuds sous une forme discréte définie painiégrale de contour le long de chaque
c6té. Ce sont les hypotheses discretes de Mindemngus écrivons comme suit :

+1

[lrew,-B)JE=0 (cotés 1-2 et 3-) (2.49)
T(y”;vvﬂ ~B)dn=0 (cotés 2-3 et 4-1) (2.50)
{?}:[3]{?} . [9] équ. 2.27a) (2.51)

Les équations (2.50 , 2.49) permet d’aboutir audrrméations naturelles de bords :

1
V? :_(Wz —-W +:8{1 +:8{2)

2
1
et _
Ve ?L(Ws w, + :8{3 + :854) (252)
y,? :E(W4 W +:8/;1 +:8,74)

s _ 1
Y, :E(W3 W, +:8/;2 +:8,73)
l'introduction de (2.51) dans (2.52) conduit a :
(V. =[B{u} ; <u>=<wpg, B, i=14> (2.53)

La substitution des équations (2.53) dans (2.4748 2 conduit finalement a la matrice

[§C] des déformations naturelles de CT :

[B.1=[il[AllB,] (2.54)

Ainsi, le vecteur des déformations cartésienneST§y,} aura comme expression finale :

v}=1BYu} (2.55)

[j] est la matrice Jacobienne inverse (équation 2128)matrice[ B.] est présentée dans
'annexe (B).

2.2.3 Formulation variationelle mixte-hybride mtge en cisaillement transversal, Matrice de
rigidité élémentaire

Dans cette section, le principe des travaux vistukdfini sous sa forme mixte-hybride
sera développé en prenant en compte le caractelteconohe d’'une plague a n couches
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symétriques par rapport a la surface moyenne (€iguff). Les coordonnées transversajes z
zi+1 d'une couche i dans le repére global apparaiteplus naturellement possible dans le
formalisme variationnel.

La forme variationnelle mixte-hybride traduisanéduilibre au sens de Hellinger-
Reissner d’une plague composite multicouches eiofiéCT s’écrit

W=Z(\Mi W;)=0 OW,B.8,) (2.56)

W est le travail virtuel interne élémentaibd/;, le travail élémentaire des forces extérieures.

ext

En faisant apparaitre les travaux virtuels élémmsgade flexionW, et de cisaillement

transversal\,, 'expression d&\° s’écrit

int

W3 =W, +W, (2.57)
avec W, = [ (<&, >{o}+ <o, >{e}~ <0, >[H] {o})dV (2.58)
et W, = [(<y. >{r}+ <7, >{y}- <7, >[G'{r})dV (2.59)

Ve

2.2.3.1 Intégration explicite suivant de VPrise en compte du caractere multicouche d’'une
plaque composite

Dans un premier temps, nous intégrons expliciteri@efarmeW, suivant I'épaisseur, avec
{e} ={{e} et{o} ={{o}. Nous obtenons :

W, :qu‘; >{o, dA+j—<a >{e}dA +W (2.60)
avec W, —j<a >—({ z[H]'ldzl JdA (2.61)

Pour prendre en compte I'aspect « multicouche naljplaque composite, le terme intégré sur
+h/2
I’épaisseuru_h/2 Z’[H ]‘1dz) de W, _ sera défini comme suit n€ est le nombre de couches)

[ 7 ]'1dz-—22(22 Ct ] S Z"‘*[ ]j 1222(% Z‘[H]j (2.62)

=1

Pour réaliser I'égalité dans I'équation (2.62) as isotrope entre le premier et le deuxieme

6

terme, il faut muItipIierlh22

Ce qui conduirait a I'expression finale suivanteéde
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W= [R<e >{olans [Deo>ieyin - [<oi s folia  @63)
A® A® A®

avec CHE i(%[H ] j (2.64)

2.2.3.2 Intégration explicite suivant I'épaissele W . Prise en compte du caractere
multicouche d’'une plague composite

En tenant compte de I'approximation quadratiquersél de{r} (équation 2.32b),

{y} étant constant ed ({y.}={y,}, équation 2.55), l'intégration explicite M, suivant
I'épaisseur conduit a :

W, = j%h <y, >{r0}dA+2_?t1 <r, >{y0}dA—j< r, > [ﬁc]{fo}dA (2.65)
o N 16 5 5 8 3 3 -1
avec [Fl=2 2.~ 2) + £ (2 -2) - 5 (2. - 2)NIG) (2.66)

2.2.3.3 Matrice de rigidité élémentaire

En se basant sur les approximations définies pesr déformations et les contraintes
(équations 2.35, 2.39, 2.44 et 2.55), les formemtrannellesW, etW, feront apparaitre les

différentes matrices de rigidité mixte. Nous écniso
w, =<u; > [k, [{a, }r <ai >k, fu}-<a; >k fo ] (2.67)
w, =<u; >[k,I'{a }+ <a; > [k Ju}-<a; > [k fa } (2.68)

Cc

Avec respectivement ;
_ h2 T . _ h4 Trig . .
[klu]—?j[Pl] [B,]dA ; [kl]_%j[a] [H,][P.JdA (partic flexion) (2.69)
A A

[km]z%sz[P,]T[Ec]dA; [k,]=;‘—;jA[P,]T[ﬁC][P,]dA (partie CT) (2.70)

Le travail virtuel internaN®

int

wi=<ea> ai>>fio) =l G e

(équation 2.57) s’écrit sous forme matricielle :

[ke]=lkI+[k] 5 [k ]=[k,]+[k, ] (2.72)
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La condensation statique au niveau local des pdras{e , } se traduit par :

{a}=[ke] ks {u,} (2.73)

Ce qui conduirait a I'expression finale de la nwrde rigidité de I'élément mixte-hybride
multicouches MiSP4-ml :

[k.]= [k [K I K] (2.74)

Remargue sur 'intégration numérigue des différembatrices :
Un schéma a 2x2 points de Gauss permet l'intégratixacte de I'ensemble des matrices
mixtes précédentes.

2.2.4. Facteur de correction du CT pour le casapet

Dans cette section, nous montrons comment retroaveavers les développements
théoriques précédents la valeur 5/6 du facteur kateection du CT correspondant a une
section homogene isotrope. Considérons par exemapleas d’une stratification a trois
couches ayant les mémes propriétés élastiquesrgtrtee angle d’orientation (figure 2.9).

r
h /2
O] b f4
ha
O
b2

Figure.2.9. Stratification de trois couches ayant la mémentaigon de fibre

On se basera sur I'expression (2.65) du travaiigirde CTW?

W, = J.%h <V, >{r,}dA+ 2_,: <1, >{y0}dA—j< T, > [ﬁc]{ro}dA (équation 2.65)

Le vecteur des efforts résultants de AT §’écrit en intégrant selon I'épaisseur le vectdes
contraintes correspondants} :
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h/2

= [-¢)e. z—gro} (2.75)

Dans le cas des matériaux homogénes isotropeprdesion dé\/° s’écrit classiquement en

termes des efforts résultants de CT :
chzj'(<y;>{ H<T >{y0}—i<T >[G]HT }j (2.76)

Une identification des deux expressions/de conduit par conséquent a

1
%<T >[c]™MT

(T >[Z[(z.+l 2) o (28, - 20) = (7 - 2)IO) j{}
- ;’]2 W EYCRU
(1) Jel )

Ce qui donnerait k=5/6.

2.2.5. Expression des contraintes tridimensionsd@tales efforts résultants

2.25.1. Contrainte%as} et {rs}

Les contraintes de flexiofo,} (2.35) et de C¥t,}(2.39) sont évaluées en utilisant les
expressions des paramétl{as} (2.73). Elles sont données par :

{Jl(f,n)} = [Pl][kfc]'l[kau]{ u} (contraintes de flexion) (2.77)
{r,&.m} =2[P, Ik 17k, {u,} (contraintes de CT) (2.78)

Les contraintes au point quelcongyeée la plague étant définies par les équations 2282
les contraintes de membrane, c’est a dire

lo=dlo} - ==l (2.79a,b)
2.2.5.2. Efforts résultanfM} et {T}

Les efforts résultants correspondants sont dédiais le repére cartésien :

* Moments de flexion <M >=<M, M > (équations 2.2)

y Mxy
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h2
MEnm}=—

5 {o.@&m}= h?j[Pl(f Ik Ik, Hub (2.80)

« Effortsde CT :<T >=<T, T, > (équations 2.3)

{T<f,n>}:%h{ro<m>}=%[R(f,m][kfc]*[kw]{un} (2.81)

Remarque sur I'implémentation numérigue des vesteontraintes précédents :
L'implémentation numérique des expressions desraimes (2.77), (2.78) et (2.79) montre

que les résultats de ces mémes contraintes nageatpas le comportement par couche. Une
meilleure fagon de représenter les contraifiel et{r.} par couche est de les calculer &

partir des équations tridimensionnelles d’équilibfeus avons adopté pour cela la technique
proposée par Larde(]. Elle sera développée dans la section suivante.

2.2.5.3. Contraintes tridimensionnelles multicoeghUtilisation des équations d’équilibre

Nous avons adopté I'approche proposée par Batdhatt [18]. La contrainte de
flexion en fonction de I'épaisseur est obtenueadmaniére suivante :

On part de I'équatiofo }=%{0—1} =%[H le.} = 4H1[A, M} (2.24), nous écrivons

{o(2} = dA@HM} ca [A@]=[H@]H, | (0)=(0, o, o) (2.82)

ne (23, - 23 -

En considérant I'équation (2.32), nous retrouvo[’ﬁf:] = (ZM[HL] :
i=1

Pour chaque couche on écrjiH (2)] =[T,]"[H _I[T, (2]23);

Ou:

[Tl] : matrice de transformation du repere d’orthotrapeepere global,

[H,] : matrice de comportement local .

{M} : est présenté dans I'équation (2.80)

On peut calculer le vecteur de contraintes dediexiirectement par la formulation mixte-
hybride en utilisant la méthode suivante

Pour une plaque, sur la couche i, les contrairdesdefinies en fonction de z z&z<z;.1 )

{o.(2}= %{al}i (2.83)
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ou {o.}, =[P} o} =[] *ka ] {u} @73)

[kfc]i et [kg,u]i sont calculées pour une coudhg<z<z; en partant de I'équation (2.67) jusqu’a

(2.72) sans prendre en compte I'aspect multicouche

[kfc] ~[3h2

h2 T 5 5
ToIPT 2 G5 e =2 - et =20 el [ Jon

P (e -2 11 P Joas
(2.84)

[ka) = I (.- [P B oA+ | 2( +1—zi-B—i(zfﬂ—f)j[P,]T[Bc]dA (2.85)

A

En se basant sur les équations s’équilibre, legaiotes de cisaillement transversal
s’écrivent :

z

(0' + rxyy)jz T, = J‘(rxy,X +vay)dz (2.86)

-t

Xz

,_L'—.N

{o}=<0, o, 1,> estdonné par I'équation (2.32a)

Le vecteur des contraintes de cisaillement a teak&paisseur s’écrit :

{r.}=[D.f1}+[D, K1} (2.87)

avec ,

[D]ZI__{AﬁAﬁ A13+A32} b= I { A, A,-A,2A,2A,

7 }dz(2.88a,b)
A31+A23 A22+A33 A31 A23 A33_A22 2A32 2A21

ou t est la coordonnée de la surface en bas oudhang couche, z global est la coordonnée

dans une couche a calculer ;
Pour la déemonstration ({@1] et [DZ] voir 'annexe A.

(1} = [frdaz="" 1 Pl Jo) 229

(A =(M, =M M =M M M) (2.90)
{15 eq (2.79b)
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Apres le developpement ({M €gu(2.80), nous obtenons
2

M, :%(al"'{az +0’317+E/70’4)

2
M. = %(as +&ag +a.n+éna,) (2.91)

y
2

h
Mxy :?(a@ +50'10 +’7a11+<z’70'12)

Ainsi A =[P Ko} (2.92)
ou :
0 ju Ja Mu*tda 0 O
o [00 0 0 0 -jg,
" 1o 0 0 0 0 jyu
O o oo M2td, 0 O (2.93)
0 0 0 —ju —aa ~Wln*d2)
2 N8t 0 u J21 Mt 4o
n Mu*tday O O 0 0
0 0 0 0 0 0

4x12

Apres l'intégration de [E] et [D;], nous obtenons

PRLY AP A11+A33 A13+A32
D.J=321 Z){AsﬁAzs A22+A331 299

(2.95)

[D ] :ii(tz _ ZZ){AM —A; ApmA2A, 2A31:|

A31_A23 A33_A22 2A32 2A21

n; est le numéro de la couche pour laguelle les deanxraintes de CT sont calculées (figure
2.10)

Z)
t=h/2 i=1

N

v
X

sy

Figure 2.10.une stratification a trois couches
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2.2.6. Formulation de la matrice masse élémentaire

La formulation de la matrice masse élémentaire reéstessaire pour évaluer le
comportement des plagques multicouches en vibratlimes ou forcées. Nous l'avons
développée a partir de I'expression suivante delgie cinétiqué/ :

V=1 [ plu® +V* +W?)av (2.96)

ve
(u,v,Ww) sont les composantes du vecteur vitesse du pagltonquey de la plaquep est la
masse volumique représentative du volirhe

en généralp=U + zﬁx, V=V + Zﬁy aVGC[”x :gyet [”y -
v :% [ol0U +206,+ 26,0 + 76,6, +W - V6, - 20,V + 2°6,6, +W? Jav (2.97)

On considere les approximation de, V, W, 6,, 6, (présentés dans l'annexe A), nous

obtenons :

o] (NN # (N KN ~ENKN ) ~INGKN oae  T (N, KN )+ (N N Hoin

nc

¢, = (2 - )p..cz-lZ)(zzl-zz)p @=lZ( z)o (2.98)

i=1

pi . masse volumique pour la couche i ;
Les vecteurs {0}, {N }, {N w}, {N ox}, {N oy} SONt présentées dans I'annexe (A).
La matrice [M] est définie par :

:%< >[|\/| ]{u } : (<un>: vecteur de vitesses nodales) (2.99)

Si nous prenonsl=V= ,0nous obtiendrons une matrice masse pour la plddnecertain
nombre de tests ont été effectué dans le but d’'eantinfluence de I'épaisseur sur les
fréquences propres de vibrations libres.
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Chapitre 3

VALIDATION NUMERIQUE DE 'ELEMENT DE PLAQUE
COMPOSITE MiSP4/ml

3.1. Introduction et objectifs

L’élément fini de plaque mixte-hybride multicouchiSP4/ml est de géométrie
simple avec les trois degrés de liberté courammgiiges par I'ingénieurw, S, 3). Il devra
pour cela étre validé sur le plan pratique et itrils Il a été formulé et validé pour les
plagues homogenes isotropes par Aydd.

Dans ce chapitre, nous proposons de valider I'sidendu modele en composites
multicouches a travers quelques tests standardswusorde la littérature. Il s’agit
essentiellement d'évaluer ses performances en gwécisur les déplacements et les
contraintes.

Rappelons que notre élément MiSP4/ml est formuié &cteurs de correction de CT.
Il a été appliqué a I'ensemble des tests proposéfgge soit le nombre de couches ou de
stratifications.

3.2. Résultats des cas-tests standards de plageesposites multicouches

3.2.1 Plaque carrée composite a 3 et 9 coucheglesiment supportée sous chargement
doublement sinusoidés]

Cet exemple a été proposé et traité par Paganatéeld [56]. Le matériau de base
est un composite unidirectionnel fortement orthpéroLes donnés physiques du probléme
sont décrites sur la figure 3.1. Deux types ddiftaion sont étudiés :

- 3 couches 0/90/0 (stratification 1)

- 9 couches 0/90/0/90/0/90/0/90/0 (stratification 2).

Dans les deux cas, les épaisseurs totales de coécBeet 90 sont égales, et les
couches de méme orientation ont toutes la mémes&ai Pour des raisons de symétrie, seul
le quart de la plaque est maillé. Nous avons affetds calculs pour deux types de maillage :
6Xx6 et 10x10.
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Les solutions de référence sont données sous fadwmmensionnelle. Il s'agit

respectivement du déplacement transversal et desagues :

4
. nZvQ ’Q=4Glz+[El+E2(1+2l/zs)] . g=tk (3.4)
125*hq, W+ v, h
_ 1\ 1 _ _\_ 1
(Jxx Uyy)_ qosz (Uxx Jyy)’ (sz Uyz)_ﬁ(axz Uyz) (35)
y
A
A
D C
L
vA B >

A

\ 4

Géométrie : L=1000mm, h=250,100 ,20,0.1 mm

Matériau : (orthotrope) / E1=25 Pa, E2=1. Pa, G12=0.5 B8=8.5 Pa, G23=0.2 Pa&+0.25
Conditions aux limites :

w=B,=0 sur AB ;B,=0 sur BC ;B,=0 sur CD ; w8,=0 sur DA

Chargement doublement sinusoidal g=cpsin(mx/L)sin(my /L) N/mn?

Figure.3.1. Stratification d’'une plague composite a 3 et 9ot@s

Analyses des résultats obtenus par notre élémesP¥iml :

Rappelons que notre modele de plaque MiSP4/mlaest facteurs; de correction de
CT. Les résultats du déplacement transvensalu centre de plaque, comparés avec ceux
obtenus par Lardeur (élément en déplacement DSQ faeteurs de correctiok) [8] et par
Batoz et Quesnel (élément en déplacemem\Qdavec facteurs de correctién) [83], sont
en bon accord avec la solution tridimensionnelléePdgano et Hatfielgb6] jusqu’a L/h=10
(voir tableaux 3.1, 3.2 et figure 3.2). Nous avopsstaté, de la méme fagcon que Pagano et
Hatfield [56] dans leur étude 3D et Lardej#], que plus le nombre de couches est grand,
moins la structure est sensible a l'effet de diesaiént transversal si I'épaissuer totale est

constante.
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L’estimation des contraintes planes, axialgset o,yau point C pour/h>10 dans le
cas d’'une stratification a 9 couches, converge yitlesque celles donnée par une stratification
a 3 couches.

Dans le cas des contraintes de cisaillement trasas\g, au point Det gy, au point B,
les résultats sont globalement satisfaisantsellsoht encore d’avantage pour un élancement
L /h =50.

Les Figures (3.3) et (3.4) montrent la distributtes contraintes a travers I'épaisseur
pour L /h=10. Une bonne corrélation avec les résulexacts de Pagaio6] est en effet
observée.

En conclusion, le modéle mixte-hybride de plaque ltioauches MiSP4/ml donne
globalement des résultats satisfaisants sur ladlét sur les contraintes, en particulier lorsque
le nombre de couches est assez grand. Nous avaagedpart constaté que I'hypothése de
linéarité des contraintes dans chaque couche plest acceptable. Le probleme devient
purement tridimensionnel. Cette conclusion a ésdefgent obtenue par Lardd@i.

Nous remarquons, dans le cas d’'une plague épaBsmuaches (0/90/0), que les résultats des
déplacements et des contraintes sont loins du deupagano (voir erreur tableau :3.1 ).

L’erreur diminue pour des élancements L/h>10. C&8ekplique par une présence importante
du CT dans les structures composites multicouchaisses.
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A(0,0) ; B(L /2,0) ; C(L /2,L /2) ; D(O,L /2)
L/h | Modeéle (h) %erreur| ()| % erreur| g D(o) %ereur| g (0) | % erreur| W, (0) % erreur
o a.yc( ) Xz z

Q

4

4 DSQ 6x6 0.369 48.75 0.662 0.151 0.245 11.8§72 0.33113.356 | 4.834| -7.637
E ET O 6x6| 0.387 46.25 0.618 6.787 0.256 -16.89 0.302 -3.425.19%| -15.65
MiSP4/ml 0.327 54.583 0.734 -10.708 0.23 -5.023 0.353 20.84.847 | -7.927

O

6x6

MiSP4/ml | 0.3375 53.125 0.738 -11.312 0.231 -5.479 0.363 820. 4,835| -7.659
10x10

Elasticité 0.720 0.663 0.219 0.292 4.401

10 | DSQ 6x6 0.482 13.774 0.4 0.249 0.305 -1.329 0.204 4.082 1.72 -0.643
E et O 6x6 0.488 12.701 0.38¢ 3.24 0.309 -2.658 19%.| 0.510 1771  -3.627
MiSP4/ml | 0.4755 | 14.937 0.425 -5.984 0.302 -0.332 0.208 5.121.771| -3.627

N

6x6
MiSP4/ml | 0.474 | 15.205| 0.4225 -5.361 0.304  -0.996  0.208  5.121,768| -3.452
10x10
Elasticité 0.559 0.401 0.301] 0.196 1.709
50 | DSQ 6x6 0.536 0.556 0.276 0 0.33p 1.443 0.189 1.418.025| 0.582
EETO6x6| 0.54 -0.185| 0.283| -2.536 0.334 0.29p 0.14 0.709 3410 -0.291
MiSP4/ml | 0.54 -0.185| 0.278] -0.725 0.336 0.296 0.141 0 1.p31 0
6x6
MiSP4/ml | 0.536 0.556 0.278| -0.72§ 0.336 0.296 0.141 0 1.0310
10x10
Elasticité 0.539 0.276 0.337 0.141 1.0B1
10 | DSQ 6x6 - - - - - - - - - -
E ET O 6x6 - - - - - - - - - -
MiSP4/ml | 0.54 -0.185 0.27 -0.372  0.337 0.595 0,137 0.7p5 9®9 0.2
6x6
MiSP4/ml | 0.54 -0.185 0.27 -0.372  0.338 0.29 0,138 0 0998 2 0
10x10
Elasticité 0.539 0.269 0.339 0.138 1.000

* pourcentage d’erreur de Misp4/ml en comparantdaesolution de I'élasticité, avec un maillage 6x6

Tableau 3.1.Plague carrée composite a 3 couches simplementgapsous chargement
doublement sinusoidal. Comparaison des déplaceraeatstraintes maximums.
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L/h Modeéle B (h) % erreur | (h) % erreur| g (0) %erreur| g (o) % erreur| w,_ (0) % erreur
g.|— g..|—
xC 2 yC 4
4 DSQ 6x6 0.491 28.216 0.487 22.452 0.235 -5.381 3.24 -8.968 4.235 -3.824
MiSP4/ml 6x6 | 0 .455 33.479 | 0.536 14.649 0.22 1.345 0.265 -18.834 | 4.133 1.323
MiSP4/ml10x10 | 0 .453 33.772 | 0.534 14.968 | 0.221 0.897 0.265 -18.834 | 4.121 -1.029
Q4y(6x6) 0.468 31.579 0.485 22.71 0.24 -7.623 0.289 .17% 4.29 -5.173
Q4y(10x10) 0.472 30.994 0.506 19.426 0.241  -8.07[1786.240 -7.623 4.281 -4.952
Elasticité 0.684 0.628 0.223 0.223 4.079
10 DSQ 6x6 0.519 5.808 0.455 4,612 0.246 0.405 0.2280.885 1.516 -0.264
MiSP4/ml 6x6 0.505 8.348 0 .476 0.21 0.242 2.024 0.237 -4.867 1.512 0
MiSP4/ml10x10 | 0.505 8.348 0.472 1.048 0.243 1.619 0.238 -5.31 1.510 0.132
Q4y(6x6) 0.506 8.167 0.458 3.983 0.25¢Y -4.0486 0,2P0 .65% 1.529 -1.124
Q4y(10x10) 0.509 7.622 0.461 3.354 0.25B -4.453 0,2P02.655 1.530 -1.190
Elasticité 0.551 - 0.477 0.247 0.226 1.512
50 DSQ 6x6 0.538 0.185 0.432 0.231 0.253 1.938 0.216 .37 1| 1.015 0.587
MiSP4/ml 6x6 0.54 -0.185 0.435 -0.462 0,256 0.775 0.218 0.456 1.019 0.196
MiSP4/ml10x10| 0.536 0.556 0.435 -0.462 0.258 0 0.220 -0.456 1.018 0.294
Q4y(6x6) 0.531 1.484 0.428 1.155 0.269 -4.263 0,206 936G. 1.016 0.49
Q4y(10x10) 0.535 0.742 0.431 0.462 0.270 -4.651 0,2075.479 1.020 0.098
Elasticité 0.539 - 0.433 0.258 0.219 1.021
10° DSQ 6x6 - - - - - - - - - -
MiSP4/ml 6x6 0.54 -0.185 0.432 -0.232 0.257 0.772 0.217 0.913 0.998 0.2
MiSP4/mi10x10| 0.54 -0.185 0.432 -0.232 0.258 0.386 0.218 0.456 0.998 0.2
Q4y(6x6) 0.533 1.113 0.426 1.16 0,269 -3.861 0.205 9%.3 0.995 0.5
Q4y(10x10) 0.537 0.371 0.429 0.464 0,270 -4.247 0.2065.936 0.998 0.2
Elasticité 0.539 - 0.431 0.259 0.219 1.000

* pourcentage d’erreur de Misp4/ml en comparantdaesolution de I'élasticité pour un maillage 6x6

Tableau .3.2.Plaque carrée composite a 9 couches simplemenbgapsous chargement
doublement sinusoidakomparaison des déplacements et contraintes mexsmu
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4] —e— MiSP4/ml 6-6
—=— DSQ 10-10
—4— ELASTICITE
31 —— KIRCHOFF

W/Wref

L/h

Figure.3.2. Plague carrée composite a 9 couches simplemepogép sous chargement
doublement sinusoidal. Influence de L/h sur w aniree

0,6
0,5

z/h

—@— MiSP4/ml

0,4 —m— Q4yWT
03 —a— ELASTICITE
0,2
0,1

Oxx

-0,8 -0,6 -0,4 0,2 04 0.6 0,8

Figure.3.3. Plague carrée composite a 9 couches simplemepodgép sous chargement
doublement sinusoidal- Distribution dg a travers I'épaisseur pour L/h=10 .
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-0,4
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Figure.3.4.Plaque carrée composite a 9 couches simplemepbdép sous chargement
doublement sinusoidal- Distribution dg a travers I'épaisseur pour L/h=10

3.2.2 Plague rectangulaire composite a 3 coucingsleanent supportées sous chargement
doublement sinusoidal (b/a£3) :

Les données du probléme sont similaires a celldexdemple précédent, nous avons
utilisé un maillage 6x6 pour une stratification @® constituée de 3 couches laminées
d’épaisseurs égales. Nous avons imposé la conditionlimité w3.=0 aux bords de la
plaque (I'indice s d@s égale x ou y, il depend de la direction de du pdPdur des raisons de
symeétrie, nous avons modélisé uniquement le Yaabpipl

Les expressions des déplacements et des contraintasntre de la plaque sont données sous
la forme adimensionnelle suivante :

100E L 1 1
W= : =—,lo, T, )= o, o), \c, 0 )=— (0, O 3.7
qth4 h ( XX yy) qosz( XX yy) ( Xz yz) qOS( Xz yz) ( )
Le chargement auquel est soumise la plaque estcsuhal :
q= qosinzsinﬂ (3.8)
a b
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Les résultats des déplacements et des contraiots donnés dans le tableau 3.5. Le
déplacement maximurv est en accord avec la solution exacte de Pagfanojusqu’a
a/h=10, ainsi qu'avec les résultats d’Engblom ehd@ad58]. Ces derniers proposent une
formulation d’ordre supérieur en déplacement axa@tion quadratiqgue des déplacemants
et v dans I'épaisseur. Pour les contraintes, notre taodexte-hybride MiSP4/ml fournit

globalement de bons résultats pour des élanceradnts0.
Nous avons calculé les erreurs de I'élément MiSPéfmcomparant avec I'élasticité dans le
cas d’'un maillage 6x6.

Pour les contraintes, notre modéle mixte-hybrideSR4/ml fournit globalement de bons
résultats pour des élancements>1/@.

L’évolution de I'erreur supy est inversement proportionelle a 'augmentatiotadengueur
(46.4 % si a=3b et 54 % si a=b pour L/h=4 par eXejnfeci est du a l'influence de CT.

A(0,0) : B(a/2,0) ; C(a /2,b /2) : D(0,b /2)

L/h Modeéle B (h) % erreur| (h) % erreur| g (o) % erreur ayZB(o) % erreur| W, (o) % erreur
.| — .| —
xC 2 yC 6
4 DSQ 6x6 0.587 48.509 0.124 -13.761 0.429 -22.222 048).| -45.454| 3.146 -11.56
E ET O 6x6 0.612 46.315 0.126 -15.596 0.431 -22.792.039 -18.182 3.58 -26.95
MiSP4/ml 6x6 | 0.611 46.403 | 0.131 | -20.183 0.43 -22.507 | 0.038 | -15.151| 3.286 | -16.525
MiSP4/mi 0.61 46.491 | 0.131 | -20.183| 0.432 -23.077 | 0.038 | -15.151| 3.276 | -16.170
10x10
Elasticité 1.14 0.109 0.351 0.033 2.82
10 DSQ 6x6 0.62 14.600 0.044 -4.76p 0.433 0 0.016 64H6 0.928 -0.98
E et O 6x6 0.625 13.912 0.0.042 0 0.436 -0.693 @.01-6.6666| 1.00 -8.814
MiSP4/ml 6x6 | 0.624 14.05 0.045 -7.143 0.436 -0.693 | 0.0156 -4 0.954 | -3.808
MiSP4/mi 0.622 14.325 | 0.044 -4.762 | 0.438 -1.155 | 0.0156 -4 0.952 | -3.591
10x10
Elasticité 0.726 0.042 0.42 0.015% 0.919
50 DSQ 6x6 0.623 0.796 0.026 0 0.4338 1.367 0.008 217.270.518 0.385
E ET O 6x6 0.54 14.013 0.024 7.692 0.436 0.683 1001 O 0.524 -0.769
MiSP4/ml 6x6 | 0.626 0.318 0.026 0 0 .436 0.683 0.011 0 0.521 | -0.192
MiSP4/mi 0.625 0.478 0.026 0 0 .438 0.228 0.011 0 0.521 | -0.192
10x10
Elasticité 0.628 0.026 0. 434 0.011 0.52
10* DSQ 6x6 - - - - - - - - - -
E ET O 6x6 - - - - - - - - - -
MiSP4/ml 6x6 | 0.626 -0.481 0.025 0 0 .437 0.682 0.011 0 0.503 0
MiSP4/mi 0.624 -0.161 0.025 0 0.438 0.454 0.011 0 0.503 0
10x10
Elasticité 0.623 0.025 0.44 0.011 0.508

Tableau 3. 3.Plaque rectangulaire composite a 3 couches simplesu@portées sous
chargement doublement sinusoidal- comparaison&@aackments et contraintes maximums
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3.2.3 Plaque carrée sandwich simplement suppsoié® chargement unifornig]

Les données physiques du probléme sont définiedasfigure 3.5. Une solution
analytique tridimensionnelle est proposée par @s{f59]. Owen et Figueriag0] I'ont traité
un élément fini quadrilatéral (heterosis a 9 nceuds)

Les propriétés mécaniques du matériau constit@aotdur sont proportionnelles a celles des
peaux. Le coefficient ¢ détermine le rapport depprtonnalité. Il prend successivement les
valeurs 1,10,50 :

- ¢=1 correspond a une plaque orthotrope

- ¢=50 correspond a une structure moyennement sandwic
L’'analyse est faite pour un seul rapport L/h=10.rdaillage 6x6 a été utilisé pour modéliser
le quart de la plaque compte tenue de la symétrigrabléme.

Les expressions adimensionnelles du déplacemersiveesal et des contraintes, au centre

de la plaque sont données par :

w="%@ 5 -9 (3.9)
hq, Qo
Les résultats correspondants sont reportés sableau 3.4.
y
A
A
= K D C
L
h 2
=——
1 vA B

v
X

A
—
v

Géomeétrie : L=1000, h=100 mm (el=e2= 10 e2=80)

Matériau : (orthotrope) sur les peaux E1=3.4156 Pa, E2=1.P381G12=1Pa, G13=0.608 Pa, G23=1.01%F0@.44
Conditions aux limites :w=0,=0 sur AB ;3,=0 sur BC ;[3,=0 sur CD ; w$,=0 sur DA

Stratification : 3 couches symétriques 0/0/0

Rapport de proportionnalité : ¢c=1,10,50

Figure.3.5.Plaque carrée sandwich simplement supportée $@ugesuniforme-
données du probleme
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Nos résultats sont globalement trés proches de deuda solution exacte proposée par Owen
et Figueiras. La flech& s’éloigne un peu de la valeur exacte dans le eas=80. On note
gue la différence entre les résultats peut étrégudge facilement en observant les figures 3.6-
3.7. qui montrent respectivement la distributioivant 'axe z deg,, et ded,, .

On constate que c’est I'hypothése d’'un gauchissegmrstant sur toute la surface qui induit
une erreur sur le calcul.

Remarque Explication de la diffrénce importante entre l&u§on numérique de notre
modele et les résultats de I'élasticité 3D

En effet, dans le répeére global, le champ de déplaats est défini par:
U=Uy+zu, +U,

V=V, 2y v (3.10)

W = Cte
Uy et \g sont les déplacements de gauchissment en z.

Dans le cas ou ¢=50, sj at yne sont pas pris en compte ; nous aboutirons anauvaise
estimation de la matrice de rigidité globale)][kAinsi le calcul de {u} (vecteur des
déplacements aux nceuds) par I’équatio[rKﬁi{un} :{fext}) n'est pas précis en comparant sa

valeur a celle de la solution de Pagano.

En résume, la prise en compte des termesty dans le calcul de la rigidité global fera
nécessairement diminuer les déplacements, en rdesdexistence d’'une variation d’énergie
lie a la présence de ces deux déplacements.

De la méme facon, nous pourrons expliquer la difiée dans les résultats des contraintes,
sachant que la formulation des contraintes dépendedteur des déplacements aux noeuds

{un}.

C(L/2,L/2
% erreur % erreur % erreur V\{g b O) % erreur
o |y (220 o (_2h+ o (_h 272"
MOdeIe xC 5 xxC 5 xxC 2

DSQ 6x6 28.73 -0.665 28.73 -0.66p 35.91 0.0834 4481, -0.204
Heterosis 6x6 28.98 -1.541 28.98 -1.542 36.22 D.77 183.99 -1.624
MiSP4/ml 6x6 28 .8 -0.911 28 .8 -0.911 36 -0.167 182 -0.525
Elasticité 28.54 28.54 35.94 181.01
DSQ 6x6 5.09 -4.732 50.88 -4.670 63.60 2.274 42.04 -0.310
E et O 6x6 4.87 -0.206 48.73 -0.24y7 65.23 -0.230 .921 -0.024
MiSP4/ml 6x6 5.04 -3.704 50.4 -3.682 63.0 3.196 43.845 -4.617
Elasticité 4.86 48.61 65.08 41.91
DSQ 6x6 0.93 -25.675 46.69 -25.679 58.37 22.961 8916.| -0.836
E ET O 6x6 0.93 -25.675 46.65 -25.572 58.31 23.122 16.85 -0.597
MiSP4/ml 6x6 0.905 -22.297 45.1 -21.4 56.4 28.264 18.8 -12.24
Elasticité 0.74 37.15 66.90 16.75

Tableau 3.4.Plague carrée Sandwich simplement supporté sougechaiforme.

Comparaison des déplacements et contraggesaximums.
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50 |
40 : / —e— MiSP4/mI 6x6 c=1

30 | —m— MiSP4/ml 6x6 c=50

z/h 0 Oxx

-40 _
-50 / .
-60 J

-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figure.3.6.Plaque carrée sandwich simplement supportée $@ugesuniforme-
Distribution deoy a travers I'épaisseur (L/h=10)
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Figure.3.7.Plaqgue carrée sandwich simplement supportée saugechniforme-
Distribution deoy, au centre C(L/2,L/2) a travers I'épaisseur (L/Bx1
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3.2.4 Confrontation de I'élément MiSP4/ml a un medbasé sur une théorie d'ordre
supérieur

Le modeéle utilisé pour la comparaison est baséuser théorie d’'ordre supérieur
connue sous le nom RHSDT (Refined high Order Sbedormation Theory)6] que nous
avions résumé dans la synthése bibliographiquehdpitre 1. Il utilise une fonction cubique
pour approcher les déplacements selon I'épaisk&iément fini considéré possede 4 noeuds
et 7 ddl par nceudu, v, w,5 .8, & . ¢, (@@ sont des angles de gauchissement). Les
continuités aux interfaces sont ainsi satisfaitbspermet d’obtenir une distribution
nonlinéaire du champ de déformation de CT dansolacle et une continuité *Qdes
contraintes de CT. L’élément ainsi proposé estigpp aux plaques Sandwich avec des
performances tres satisfaisantes.

3.2.4.1. Etude d’'une stratification a 3 couches

Il s’agit d’'une plaque rectangulaire stratifiee ¢(®uches 90/0/90) simplement
supportée sous chargement doublement sinusoidalré-B.8). Trois élancements différents
ont été considérés : a/h=4,10 et 100. Les résut@mtsotre modele MiSP4/ml comparés au
modéle RHSDT concernent le déplacement transversals trois contraintes planes calculés
au centre de la plaque, et les contraintes de Tléas aux points (0,b/2,0) et (a/2,0,0) (voir
tableau 3.5). Les expressions analytiques correpdes, obtenues par Pagdhd], sont
définies par :

— WC(%,%,O)100E2h3 - ax(g,g,g)hz P ay(g,g,g)hz = rXZ(O,%,O)h o ry2(5.00)h
qoa4 YUx = qoaz Y qoaz 1t xz goa v hyz goa
A
A — —_
W0 A(0,0)

B(a/2,0
C(a/2,b/2

b D(0,b/2]

w=B,=0 D ¢7°
B0 BT ]| wesveo
e .
A+, v
w=Px=0

Figure 3.8. Plaque rectangulaire stratifiée (3 couches 90j#Bnplement supportée
sous chargement doublement sinusoidal. Données
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Données matériaux : Ex=25 Pa, Ey=1#g0.25, G,=0.5 Pa, &=0.5 Pa, G=0.2 Pa

IE(IMEaI\i?liglaT ah T, |%ereur Tyc %erreur 7 | % erreur Ty % erreur| y_ | % erreur
utilisé€:6x6)
MiSP4/ml | 4 0.587 | 46.604 0.12y -6.722 0.413 -3.5p9 0365 | -9.281| 3.330 -18.085
RHSDT 1.153 -4.818| 0111 6.722 0.393 1504  0.02961.377 | 2.780| 1.418439
Pagands7] 1.100 0.119 0.39¢ 0.0334 2.820
MiSP4/ml | 10 0.599 | 17.379| 0.043 0 0.428 -1.905 0.01491.973 | 0.960| -4.46137
RHSDT 0.735 | -1.379| 0.043 0 0,485 -8.333 0.0149 3.970.920| -0.10881
Pagand57] 0.725 0.043 0,42( 0.0152 0.919
MiSP4/ml | 100 | 0.602 3.525| 0.024 4 0.417 5011  0.0202 .555 | 0.508 0
RHSDT 0.638 -2.243| 0.026 -4 0.470 -7.061  0.0110 852.| 0.508 0
Pagand57] 0.624 0.025 0.43¢ 0.0108 0.508

Tableau 3.5.Plaque rectangulaire stratifiée (3 couches 90/GBplement supportée
sous chargement doublement sinusoidal. Résultaigplacement transversal et des
contraintes

Remarque Dans I'exemple traité, nous avons constaté daire cas que la stratification a 3
couches 90/0/90°,(les couches ayant une méme épgisst plus rigide que celle a 0/90/0° .
Pour des petits élancements &10), I'erreur sur la fléeche correspondant a latigication
90/0/90° est plus grand que celle de la stratibea0/90/0° (section 2.2), car les couches
inférieures et supérieures sont moins rigides guweiliche du cceur, cela fait augmenter 'effet
de gauchissment.
Par contre l'erreur sur les contraintes devients ghetite dans le cas de la stratification
90/0/90° a cause de la diminution des effets de Cdlui-ci diminue par le fait que la
présence d’'une couche en cceur (orientation 0°)leenhtériau plus rigide.

3.2.4.2. Etude d’'une plaque carrée sandwich

Il s’agit d'une plaque carrée sandwich (b/a=1, 285@m) (face/cceur/face) simplement
supportée soumise a une charge uniformément rémpr.895kPa (Figure 3.9). Elle est
modélisée avec un maillage 8x8. L'épaisseur tadalda plague h=20.4724mm, celle de la
face inférieure ou supérieure est égale a 0.7112mm.

y
A
f D BV:O C
c
W=03,=0 Bx=0
£ A B > X
W=PB,=0

Figure 3.9, Plaque carrée sandwich simplement supportée
sous chargement uniforme. Données

Deux types de matériaux ont été étudiés :
Matériau 1 :
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- Face (isotrope) : E=68.95GPa, v=0.3
- Cceur orthotrope :,EE,=6.89510"° MPa, v,=0.3, G,=G,,=206.85 MPa
Matériau 2 :
- Face (isotrope) : E68.95GPa, £27.58GPa, ¥=0.3, G,=12.928125GPa,
G¢=Gy,=10000G,
- Cceur orthotrope: EE,=6.89510" Mpa, \,=0.3, G,=206.85 MPa,
G.=82.74 MPa

Les résultats de notre modéle MiSP4/ml confrontésux du modéle RHSDT concernent la

fleche w et la résultante Mdes moments M My,M,y calculées au centre de la plaque (voir

tableau 3.6). Elles sont comparées aux solutionséfizence obtenues respectivement par
Plantemd61] pour le matériau 1 et Az&B2] pour le matériau 2. Nos résultats sont en tres
bon accord avec les solutions analytiques au mémeedue ceux obtenus par le modele

d’ordre supérieur RHSDT.

Matériau Elément Wem)1d [ % erreur | M(Nm/m) | % erreur
Misp4/ml 8x8 20.5 -9.141| 21.695 -1.821
Matériau 1 RHSDT 8x8 18.791 -0.0426 21.297 0.0469
Solution analytique 18.783 21.307
Misp4/ml 8x8 33.5 -7.578| 34.07
Matériau 2 RHSDT 8x8 31.013 0.408| 33.419
Solution analytiqu®® |31.140

* Mc est le moment résultant des 3 momengs M, M,,: MC = \/M Xz +M 5 +M fy

aplantermd 61] ;° Azar[62]
Tableau 3.6.Plaque carrée sandwich simplement supportée $augament uniforme.
Résultats de la fleche et du moment résultant atreede la plague

3.3. Tests de vibrations libres

3.3.1. Plagque carrée isotrope simplement suppf8iée

Nous avons étudié pour une plaque carrée isotrégegueur L et épaisseur h)
'influence du cisaillement transversal sur lesqfrénces de vibrations libres pour une
épaisseur fixe. A l'aide d’'un maillage 6x6, nou®rs étudié la variation de valeur propre
par rapport au mode de vibration, ensuite la fragadondamentalex en faisant varier le
rapport L/h. La condition aux limites de plague giement supportée imposée sur le

contour est w$s= 0.
Pour L/h=10, nous avons d’abord analysé les quatemiéres fréquences propres. Les
résultats sont reportés dans le tableau 3.7 (nrgpnésentent le nombre d’ondes suivant x et
y respectivement ) :

M n A Elasticité[63] | Mindlin[64] | DSQ (6x6)] MiSP4/ml (6x6) | % erreuf CPT
1 1| 0.093 5.78 5.77 5.8 5.786 0.104 | 5.97
1 3| 201 25.87 25.7 26.85 26.9 3.981 29.87
3 3 5.4 42.72 42.3 44.4 44.1 3.230 5387
1 5| 11.38 57.48 56.76 63.48 64 11.343 77.65

* CPT résultat selon la théorie de Kirchoff

Tableau 3.7.Plaque carrée isotrope simplement supportée (Lh=10

- Comparaisons des 4 premieres fréquences propees 2 p2
Eh
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L /h | Elasticité[63] | Mindlin[64] | DSQ 6x6 | MiSP4/ml |erreur % | CPT
(6x6)

20 |5.88 5.94 5.96 5.964 -1.428

10 |5.76 5.77 5.8 5.786 -0.451 |5.97

5 5.30 5.27 5.3 5.365 -1.226

1 2.32 2.25 2.27 2.302 0.776

Tableau 3.8.Plague carrée isotrope simplement supportée -dnfle de L /h
sur la fréquence fondamentale- ¢y 2 | P

Eh?
70 -
60 -
50 -
g 40 - —— MiSP4/ml
& 30 - —e— elast

20
10

N°MODE

Figure 3.10.Plaque carrée isotrope simplement supportée eatioh libres -
Influence du C.T. sur la fréquence propre fondaalergn fonction du numéro de mode
(L/h=10)

2
g —e— MiSP4/ml
i —e—ELAS

L/h

Figure.3.11.Plaque carrée isotrope simplement supportée eatiohs libres
Les investigations ont conduit aux conclusions auiies :

- Nos résultats sont en bon accord avec les solutiengférence tridimensionnelles
(Levinson[63] et de plaque épaisse (Reddy] ).
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- le cisaillement transversal a pour effet d’assauplistructure et par conséquent,
de baisser les fréquences propres

- Quel que soit le rapport L/h , l'utilisation des ittees plus fins est nécessaire
pour le calcul des modes supérieurs

- Plus le mode est élevé, plus l'influence du cisaikent transversal est grande (3 %
pour le premier mode et 17 .57 % pour le quatriérode — voir fig.3.10)

Nous avons étudié la fréguence fondamentaleen faisant varier L/h. Les résultats sont

reportés dans le tableau 3.8 et illustrés surgiaré 3.11. Nous avons constaté que I'élément
MiSP4/ml donne de bons résultats dans tous lesQmasiotera que pour L/h=1 (la structure

est alors un cube), nous obtenons une fréquengaep@vec moins de 3 % d’erreur par

rapport a la solution de I'élasticité tridimensiefia, alors que la solution de Kirchoff donne

une fréquence propre 2.5 fois trop élevée.

3.3.2. Vibrations libres d’'une plague carrée sagtwimplement supportée

La structure a déja été étudiée en (3.2.3) damsdestatique (voir figure 3.5). Deux
types de matériaux sont utilisés : isotrope((3) et orthotrope (voir fig.3.5). L’analyse est
faite pour un seul rapport L/h=10. Pour des raistmsymétrie, seul un quart de plaque est
modeélisé par un maillage 6x6. Les résultats degu@gces propres fondamentales de
vibration, comparés a ceux obtenus par DSQ [8]t szportés dans le tableau 3.9. Dans tous
les cas, nos résultats sont en accord avec lesosdde référence de I'élasticité 3D données
par Srinivag59]. L'effet du cisaillement transversal est plus impot quand le matériau est
orthotrope .

Elasticité DSQ MiSP4/ml| % erreur
[59]

Isotrope |c=1: 0.0931 0.0936 | 0.09354 -0.470
c=10: 0.1986 0.200 0.1962 1.223

c=50: 0.3275 0.3283 0.3123 4.867

Orthotrope| c=1: 0.0925 0.093 0.09294 -0.473
c=10:0.1925 0.1922 0.1881 2.339
¢=50:0.2995 0.3 0.284 5.458

Tableau 3.9.Plaque carrée sandwich simplement supporté L/h=10
PN
G,

(c est le facteur de proportionnalité : figure 3.7)
Remarque les erreurs calculées par la comparaison eMi®@P4/ml et la solution référence
montrent que 'influence de gauchissement augmevrdge c, ce gauchissement devient plus
grand dans le cas d’orthotrope puisque le matégaient moins rigide.

Comparaison des fréquences propres fondamerdalesv
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3.3.3. Application aux vibrations libres d’une gui en carton ondulé

3.3.3.1 Description de Il'essai

Un test de vibrations libres d’une plaque rectdaigelen carton ondulé a été réalisé en
2002 en partenariat avec le CERME (Centre d’Etud#eeRecherche en Matériaux et
Emballages, ESIEC). Des echantillons de plaquegt@ntiécoupées sur des caisses en
carton ondulé fournies par le Groupe Smurfit-Sd¢aader mondial du carton). La
structure possede une seule couche (cannelure meyeiepaisseur h=4.02mm, elle
est encastrée a une extrémité, l'autre étant (ilgare 3.12). Un analyseur numeérique
doté d'un accélérometre fixé sur la structure aintpB, nous permet d’enregistrer
I'accélération en ce point en fonction du tempses@voir effectué un essai de laché

(figure 3.13).

Le test est

réalisé pour

(L=100,130,150,170,200,230,250 mm).

différentgaleurs de la

longueur

Accélérometre

B 7
F c h
}/c ® (D_Z %};
A /
< —

Analyseur enregistreur

Géométrie:
L=100,130,150,170,200,230,250 mm
b=70mm, h=4.02 mm
¢c=10mm, d =35mm

Conditions aux limites :

U=v=W=8&=8~6,=0 sur AB

Matériau :

1 cannelure moyenne de carton ondulé (typelckeuche orthotrope

Propriétés homogénéisées :1=Eyp=863.05 MPaE,=E-p=545 MPay,,=0.27
6122613:(323:244.26 MPa

L/h=24.88 ; 32..347,31 ; 42.29 ; 49.75 ; 57.214 ; 62.189

L/b=1.428 ; 1.857 1428 ; 2.428 ; 2.857 ; 3.2857 ; 3.5714
NB. Carton ondulé type Test-Liner/Mi-chimique a YWECR (Groupe Smurfit-Socar)

Figure 3.12. Plaque rectangulaire (carton ondulé) encastrégbeation libre.
Données geométriques et matérielles.

t<O

RN

Structure au repos

. o
impose un
déplacement initial

On

On lache, la structure
vibre librement.

Figure 3.13.L’essai du lache
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La technique d’homogénéisation, proposée par Abdbish et adaptée au carton ondulé
[66,67], nous a permis d’obtenir les propriétés mécaniqumaogénéisées de la structure
globale (figure 3.12) a partir de celles mesuré&eses peaux et 'ondulation.

3.3.3.2. Détermination des fréquences propregrx@ntales

Le signal enregistré par I'analyseur numérique aspond a I'accélération du point P
(figure 3.12). La fréquence propre est calculéeadimpde la transformée de Fourier rapide
(FFT : Fast Fourier Transform) appliquée a ce gigBar les figures 3.14 et 3.15 sont
présentés respectivement le signal “accélératiopaint P” et sa transformée de Fourier,
pour une plaque de longueur L =200 mm. La distiilsutemporelle de I'accélération montre
gu’'au-dela de 0.5 secondes, la structure est qeasiau repos. L'effet de 'amortissement du

carton ondulé est tres important: une caract@tsti recherchée pour un matériau
d’emballage.

200

150

100

50

LA AL L
V

-50

Accélération (m/s?)

-100 H
Temps (s)

-150,

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figure 3.14. Accélération du point P. Plague de longueur 108 ghm

Le spectre de Fourier nous fournit la fréquencel'aecélération au point P, qui
correspond a la premiére fréquence propre deudatate (figure 3.15). Le graphe affiche une
valeur de 19.46 Hz.

Les pulsations propres expérimentales en foncteadongueur de la plague sont
résumées dans le tableau suivant :

Longueur de la plaque
(mm)

Pulsation propre du

premier mode (rad’3

100 130 150 170 200 230 25(

354.13| 236.07| 182.75 155.99 122.27 96.96 75.86

Tableau 3.10. Vibrations libres d’une plague en carton ondulés&ions propres
expérimentales en fonction de la longueur de lgyda
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Figure 3.15.FFT de I'accélération du point P. Plaque de longlie= 200 mm

3.3.3.3 Validation numérique

Dans le tableau 3.11 , nous présentons les résualiériques des fréquences propres
obtenues avec notre modele mixte-hybride sansufescte corrections de CT MiSP4/m,
'élément DMTS (Discrete Mindlin Triangle for Shell 3 nceuds et 6 ddl/nceud),
développé par Ayad et @68]. lls sont comparés aux résultats expérimentaux. Un
maillage 12x2 a été utilisé pour la modélisation.

Longueur d¢ L/h Pulsation propre du®imode (rad.3)
la plaque L .

(mm) Expérience| MiSP4/ml % erreur DMTS
100 24.9 354.13 452,799 -27.862 443.04
130 32.3] 236.06 268,131 -13.586 261.96
150 37.3 182.74 201.453| -10.240 196.63
170 42.3 155.99 156,871| -0.565 152.98
200 49.8| 122.27 113.361 7.286 110.77
230 57.2 96.91 85,7278| 11.539 83.43
250 62.2 75.86 72.5644 4.344 70.58

Tableau 3.11.Résultat numérique des pulsations propres. Congumaravec I'expérience

Nous obtenons globalement une bonne corrélatiore des fréquences calculées et les
fréequences expérimentales. Ces résultats encoumagemus confortent dans l'idée de

considérer une structure en carton ondulé commmatgriau orthotrope, avec des propriétés
élastiques pouvant étre estimées par une techdioenogénéisation, a partir des propriétés
mesureées sur les peaux et I'ondulation.

Nous avons calculé les erreurs dans le résultaeprode la comparaison entre I'élément
MiSP4/ml et I'expérience. Nous avons constaté tpreelur sera grande si la longueur est
petite puisque l'infuence de CT augmente, celalest la faite que plus la longueur diminue
plus le frottement entre les couches diminue.
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Chapitre 4

FORMULATION ISOPARAMETRIQUE COURBE DU MODELE
MIXTE-HYBRIDE DE COQUES COMPOSITES MULTICOUCHES

4.1. Introduction et généralités

Ce chapitre est consacré a la modélisation dasesode forme arbitraire discrétisées
par éléments finis. Nous commencons par déveldppesispects géométriques, cinématiques
et mécaniques d’'une coque de forme quelconque. ldaasons ensuite a la formulation
d'éléments finis a 4 nceuds isoparamétriques coaes CT pour les structures en coques
composites multicouches. Ces éléments sont basésisuodele variationnel mixte-hybride
naturel projeté en cisaillement. Il s’agit du ma&d®HMISP (Natural Hybrid-Mixed with
Shear Projection) proposé par Ayé&é] pour les coques homogeénes isotropes. Nous l'avions
adapté aux coques composites multicouches daredle de cette étude, sans recourir aux
facteurs de correction du CT. Deux éléments fieicoques a 4 nceuds et 6 ddls par nceud (3
déplacementd);,Vi,W selon les axeX,Y,Zdu repére global et 3 rotatiods,&,,6, autour
des trois axes ) ont été formulés sur la base deockle ( ml : multicouches) :
- L’élément NHMiSP4/ml pour lequel la partie « memi@a est hybride naturelle. La
partie flexion et CT reste mixte-hybride au sensld#iger-Reissner.
- L'élément HMIiSP4/Q4/ml pour lequel la partie memigaest formulée en
déplacement. La partie flexion et CT reste mixtbride au sens de Helliger-Reissner.
Les deux modeles seront développés en détail dasection 4.6.

4.2. Description géométrique d’'une coque

Une coque est un corps tridimensionnel limité gieuix surfaces courbes supérieure et
inférieure, située a égale distanck/2-et h/2 d'une surfacé\ appelée surface moyenne
(Figure 4.1). La dimensioh, appelée épaisseur, est supposeée relativemetd patirapport
aux autres dimensions caractéristiques des surtamebes (longueur, largeur |, rayon de
courbure minimunRy,;,). Cette épaisseur peut étre variable mais noasraidérons comme
constante dans nos différentes formulations. Napp@sons également gh&- et h/Ry, sont
trés petits devant un.
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4.2.1. Description de la surface moyenne

La surface moyenn#, considérée comme surface de référence, est elguait deux
coordonnées paramétriques ou curvilignégy)( Le vecteur position d'un poinp de la
surface moyenne, dans la configuratiG(t), est défini dans la base cartésienne globale
(i,j,k) par:

X, (E.7) = X (M +Y,(Em) ] +Z, (&K (4.1)

Figure.4.1.(a) géométrie 3D d’'une coque (b) un élément quadrilatéral courbe

Une écriture de I'expression de I'elément difféi@ndx jau pointp permet de définir
les deux vecteurs d’'une base dite covariante auell a et a, :

&, ($,n)=adé+a,dn ; a = sz et a, =Xx,, (Figure 4.1) (4.2)

a, et a, sont tangents a leurs directions respecti#ess;. On peut ainsi définir une base
covariante tridimensionnellea(, a,, 1) ou sous forme matriciellé=f|=[ &, a, fi]. a, et a,
ne sont pas nécessairement orthogonaux. Le vedtdtaire i normal au plan tangent
(a,,a,) est défini par I'expression vectorielle suivante
Ca,

& Oa,|

n=

o

(4.3)
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Une autre base, dite contravariante ou duale, {@&e@’, i), est nécessaire car elle permet
de faciliter la représentation de certains tensigp®rtants, utilisés par les modéles de coque
NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4/ml. Elle est définie tetjae

[Fol Fel=l] 0 [R]™ =[a* a® ] (4.4a,b)
a' et a® sont deux vecteurs tangents de ceft® Base, ils sont orthogonaux &et a,
respectivement :

*a, =a‘+a,=1 (4.5)

Une relation entre les vecteurs des deux basesiesivla partir de I'équation (4.4.a) et de

'expression suivante du tenseur métrigapde la surface moyenne, défini en calculant le
carré de la longueur du vecteur elément différérdig :

D P
[a]:|:ail aiz}z{gl'
& 3y a,*

En notant a = defa], et d'aprés I'équation (4.5), on peut écrire :

ds,” = d5, * s, =<df dn> [a]{jf]} (4.6)

|

|

U
N

} (symétrique : @=aiy) 4.7)

o Qo

2

[EEN

_ _ _ _ 1 _ _
a'= (a22a1 - a12a2) ; a’= g (_ aa, + a:l.laZ) (4.8)

a
Le vecteur élément différentiel d’aidA (utile pour le calcul intégral des modéles

NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4/ml) s’écrit, connaissaredpression du vecteur normdie

dA = a,d¢ 0a,dn =|a, 0a,|dgdnn = dAn
(4.9)
dA=|a, 0&,|dEdn = vadgdn

a. Repere tangent orthonormé

Ce repére local au poipt de base cartésienne orthonorr{(é]a: [fl t, ﬁ], est choisi

comme un repere de base dans lequel seront défi@itEnes composantes des tenseurs de

déformations et de contraintes des modeles NHMi8Pdl HMiSP4/Q4/ml. Il n’existe pas
de régles particulieres pour le calcul de la k{@ie nous pouvons choisir de définir par
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exemple le vecteur, comme étant porté par le vecteur covariarét normalisé par rapport &

son module (4.1.b), nous écrivons

[Ql=[t & n] ; avect]:ii et t,=n0% (4 .10)
3y
Ce choix permet effectivement de construire un nedecal orthonormé au point. |
présente néanmoins un inconvénient, celui d’étedéant de la numérotation des nceuds
dans la définition des deux vecteurs tangents, amicplier lorsqu’il s’agit d’éléments
triangulaires. Pour palier a cet inconvénient, nexans finalement choisi, pour 'ensemble de
nos éléments finis de coque, la méthode proposéeBamz et Dhatf70], qui permet

d’obtenir un repére orthonormé unique au pgrde la surface moyenne, connaissant les
composantes de la norm&ién, ,n,,n,) . La matrice Q] s’écrit dans ce cas

C+An> -An.n, n,
[Q]=[t, &, A]=|-Anyn, C+AnZ n, (4.11)
— Ny -ny n;
1
1+C

. C=nlk=n, ; 1+C#0(k #n)

Cette matrice est obtenue par une rotation rigideepérdi, j,k )autour de 'axek On de

telle sorte que le vectelrcoincide avec la normale aprés la rotationi est supposé non
paralléle 3k . Si1+C# 0, c’'est a direk = -n, alors la matriceQ] prendra la forme suivante

1 0 O
[Q]=|0 -1 0| ie € =i ;f,=-] ; n=-k) (4.12)
0 0 -1

4.2.2.Description d’'un point quelconque de la coque

a. Base covariante au point q : [F
La géométrie d’'un élément quadrilatéral de coqdenéeuds isoparamétrique courbe,
représenté par sa surface moyednet son épaisseur, est décrite dans la figure 4.2. Le

vecteur position d’'un point matériel quelconqudaleoque, noté, et situé a une distanee
de la surface moyenne, est défini par :

R(ELQ =R e+ AEN) 1 2=00 5 -1sTs+l (4.13)
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Une approximation du vectew,, avec une interpolation bilineaire efi/f) pour les
vecteurs et n, est donnée par :

Yq(E,n,Z) ziNi(Ean)(Xpi +Zgﬁij (4.14)
N; :%(1+5i5)(1+ﬂirl) ;€ =%ln,=zx] (4.15)

Une écriture de I'éléement différentiek, permet de définir une base covariante au
pointq, notée @, ,a,, , N):

o f=[F{de} ; [F1=[a, &, nl=[F]+{F,] (4.16a,b)
[F]=[a a, gﬁ] ; [Fn]=[§m gn 0] (4.17.a,b)
det[F, ] =2(a1 Oa,)e n =2\/5 (4.18)
ou
a=> N X; ; a=>N X, ; n=>Nn (4.19)
i=14 i=1,4 i=14
et
ﬁ,azzNi,aﬁi , (@=¢&n) < Xpi >=<X; Y, 4 > (4.20)

Etant donné le choix de l'axe naturél comme la direction paramétrique de
I'épaisseur, les matrice&(] et [F,] font apparaitre la demi épaissdu®, ce qui est logique
par rapport a la définition initiale d'une coque natrice F/ est linéaire eq.

Figure 4.2. Géométrie d'un point quelconque q
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b. Définition d’un élément de volume

Un élément de volum@V au voisinage du point quelconggest défini par :

dV = det[F, Jd€dndz

Le calcul dedet[F, ]s’obtient en écrivant la matri¢é, (fel 4.16b) comme suit :

[F1=[F]([11+[b,])

b, b, O ) a'en, a'.n, 0
[b,]= [Fo]_l[Fn] =|b, by O ZE a’e Ng a’e n, 0
0 0 O 0 0 0

Ainsi, det[F,] s’écrit
det[F, ] = () det[F,] ; det[F,] (équation 4.18)

H(Q) = det([l 1+ Z[bn]) =1-ChH + Zzh?Z K (quadratique ed?)

1 1. . 5
H = _E(bnll +D,2,) = __(al' ng +a’e n,n)

2
4 1. \rm2 = NP S
K= F(bnllanZ —by,b,) = (@ n,z)(az en,)- (a'e ﬂﬂ)(a2 *Ny)
H etK sont respectivement les courbures moyenne eet(galissienne).

L'élément de volumdV s'écrit ainsi en fonction de?) :

av = u(z)gﬁdzdndz

c. Base contravariante au point q : fF*

En utilisant I'équation (4.22), on peut écrire

-1 -1 -1 T Z Ih -1
FE1E=( b. 1) [F,17" =|[1]1+——[b] [F,
[F 1™ =([11+2b,]) [F,] ([ I+ 5! 1}[ ]
%(Z) 0 0 bn22 _bn12 0
avec [1=| O ‘@ O [b]=|-b, b, O
0 0 0 0 0

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
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d. Passage du repere naturel au repere tangent : maf{C/]

Le passage du repéere naturel ou covariant, delonnée¢é,n,{ )au repére tangent,

de coordonnéex({y,?, permet de définir une matrice tres importaitg,[qui va prendre en
compte le gauchissement de la coq@?] st une matrice dont les termes sont équivakents

ceux de la matrice jacobienne inverse pour le aasedcoque a facettes planes. Dans le cas
présent, la coque est courbe, les termes de cetiiecensont fonction deg(n,) et font

intervenir les termes relatifs au gauchissemenadm®que, ainsi que les vecteurs des bases

=

contravariante §*,a°,fi) et cartésienne local@,,t,,n).
Ainsi, de I'équation 4.16a, on peut écrire

{ae}=[F ] Max}=[c Jox) i {ax ) =<dxdydz (4.31)
avec lc. )=~ [q] (4.32)

En utilisant I'équation 4.29,

_ Z _ _ Z _
AE —_ib1llc,]=IMc,]+—=[b] : [b.]=Ib]lC, 33ab
c.] ([I]+u(z)[ ]j[ J=tle+ sl s =blc] (4332

C, C, O atef, a'et, 0
ol [C.]=[F17Q] :[c]=|C, C,, O |=|a%ef a’«f, O (4.34)
o o 2% 0 0 %
. bcll bch O
et [b,]=[b][C,]=|b b, O (4.35)
0 0 O

Remarques :

e Dans les modéles NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4/ml, on effra que, pour une coque
relativement mince, le coefficient. On obtient ainme expression simplifiée de la
matrice C/ :

lc.|=[c,]+ b, (4.36)
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» La formulation variationelle des deux modéles NHRHEN et HMiSP4/Q4/ml (section
4.6) utilisera la matrice (o] pour définir les déformations cartésiennes loxatke
membrane, de flexion et de cisaillement transvedsdinies dans la bas@]] en fonction
des déformations covariantes. La matriag permet de mettre en évidence I'existence du
couplage membrane-flexion.

4.3. Champs des déplacements virtuels

Le champ des déplacements virtuel$£,n,z) du point matériet| est défini, avec I'hypothese

des sections droites de Hencky/Reissner/Mindlin 51} par (voir figure 4.3) :

0N =)+ €n) ; 2=20 (437

avec B'=00n e B en=0 (4.38)

ﬂ;(a,n) est le vecteur des déplacements virtuels du poid¢ la surface moyenn&=0).

0 est le vecteur rotation orthogonalnd il s'écrit respectivement dans les deux bases
cartésiennes local€] et globale(i, J,k ):

L +0,5, =0,0 +6,] +0,k (4.39)

* e;
. . eX < tl > *
amsL{ . } ={ } 0, (4.40)
b <t,>|| .
Le produitB” =8  On conduit 88" = -6,{, + 6, f,

Soit, en fonction des rotations globales
. o 0 n, -ny |6
B =[-1, i {65}: -n, 0 ng, (6, (4.41)

Si l'on note par (U ,V ,W) les composantes du vecteui§ dans le repére global,
I'expression finale du vecteur, s'écrit
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, =<V +Zg -n, 0 n, {6 (4.42)

Ce vecteur est ainsi défini en fonction de six cosgmtes indépendantes (trois déplacements
U,V ,W et trois rotationsd}, ,8,,6), .

B= 6 et =8

Figure 4.3. Cinématique virtuelle d’'une fibre quelconque pq

4.4. Champs des déformations virtuelles

4.4.1. Définition complete sans simplifications

L’objectif de cette section est la déterminaties domposantes virtuelles du tenseur
des déformationlf?f: ] dans le systeme de base cartésienne locale, deendQ)] (pour le

pointp’) et [Q] (pour le pointg ). Comme I'épaisseur de la coque est constantél@arent,
la matrice Q] ne varie pas selon la directignnous écrivons alorsJ] =[Q]. Le tenseur{e’[]

est calculé a partir d'une procédure cinématiquesistant a définir, dans le repére tangent
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local de baseQ] (équation 4.12), I'accroissement du vecteur degrieent virtueldu, par
rapport & celui du vecteur position virtuetig; .

Le vecteur position virtuelb?e; (figure 4.3) résulte de la superposition du vectejet
de celui du déplacement virtu&l :

X, (€,n.20) = %,(€,n,0) + 0, (£,n,.2) (4.43)

Avecx, (équation 4.14) eti, (équation 4.42).
Un élément différentiel du vecteur position ausimage du point virtual s'écrit

dR; =dX, + dD; (4.44)
Ainsi, des équations 4.13 et 4.37, nous déduisons

{dx.} =|F, fde} (équation 4.162) {de} = [F, |*{ax,}

et {ou = [ Joeh = L IR [ o) (4.45)
avec L | =[]+ 2|u] iineaire ert) (4.46)
Ll=foe o, 2] ¢ [5l=|26 26, o (@47

Les composantes cartésiennes globales et Iocamsadmeursdlj; et dx, sont reliées entre
elles par la matriced], nous écrivons

{duf=rondu;} et {dx}=[Qildx,} (4.48)
Nous aboutissons finalement a
fu), =lcfox), o [cl=lRI'L]lc] (4.49)

|.CZJ (équation 4.33)
Compte tenu des développements précédents, et’hypothése des petites déformations,

on peut ainsi définir les composantes du tensesiddéormations virtuelles dans la base [Q]
comme suit
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* 1 * 1 *
€x “Ixy S ¥xz * * X
1 . 2" i Lun Lz Lus
=2+l )] o ] i llelta e Ga| @S0
Sym £ Liar Lz Liss

Le tenseur[L’;J (équations 4.49 et 4.50) fait intervenir des fammg rationnelles et

guadratiques ed. Il peut s’écrire sous la forme suivante :
L]= i Lalv il i) (4.51)

une expression générale, sans simplifications, teeseurs|L,, |, |L;,| et [L:ZJ s'écrit, en
tenant compte des expressionﬂldzei (équations 4.46 et 4.47) et t[q] (équation 4.33) :

<t1>

[L:O]= <t, > G;,a U;,n H(Z)EB*}[CO] ; [CO] (équation 4.3} (4.52a)
<n>
< tl > < tl >
. . . ha hs. ha.
Ll=|<t.> o, o, 7B }[bc]+ <t,>| B B, 0}[00] (4.52b)
<n> <n>
<t, >
[L]=]<t, > BB} EB} 0}[bc] . [b.] (équation 4.3% (4.52¢)
<n>

On notera respectivement pag, > et <y, > les vecteurs des déformations virtuelles de
membrane—flexion et de cisaillement transversalétant nulle) :

<g >=<<g.> <y.>> . £=0 (4.53)

z

avec <g >=<g, €, Y > ;<Y >=Y, VY, > (4.54)

Ces deux vecteurs seront associés a ceux desintdraorrespondantes pour formuler les
nouveaux modeles mixtes-hybrides naturels de coquesposites NHMiISP4/ml,
HMiSP/Q4/ml.

En se basant sur les équations 4.51 et 4%2,> et <y, > s’écrivent
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< 85 > = < Ltll Lt22 Lt12 + Lt21 >
1 * * * .
<<80>+Z<€1>+Zz<52 >> (4.55)

(<)
< y*S > = < I‘:13 + L:Sl L:23 + L:SZ >
1oy . 4.56
= —<<y0>+Z<y1>> (4.56)
H(¢)
avec, pour les déformationse, >
e, tel,,
{53}‘ € (= o0, => (membrane) (4.57)
e;y t e U;,y +,. G;,x
h. 2.
* ! * B,X F eil *
©xa ﬁ _ e U, flexion
{81}= syl = =1, ° B’y + t ° Up y 9 + (4-58)
y A 2 Feh” +t"°ﬁ* couplage
o E(t1 . ny + f2 . BTX) 1 Py 2 P x avec memtane
h. =.
‘s 1" P
* _ * _ h . =
{82} V& (= Etz *B, (4.59)
y; — —x - =,
yl _(tl. B,y+t2. Bx)
et avec, pour les déformations de Gy, >
Y| _ Do O, +pE B
{ol= =4 P (4.60)
yyz n.upy+ut2.B
s h _
* el  +—NefB
Yixe p.x X
{vit= {yf } = 2 (4.61)
e n.up,y+zn'B,y

ou

u:"x =lc.I' D:"i : ﬁ;’x A U;z : A
{G* }‘[Co] {D* } : {ﬁ* }—[bc] {U* } ; [CO] (équation 4.3% (4.62)
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{Ej } =lc.J {gz} ; {gj} =b.J {gz} . [b.] (équation 4.3% (4.63)

4.4.2. Expressions simplifiees des déformatiornsieiles

Les expressions des formulations variationnelleges-hybrides sont assez complexes
a mettre en ceuvre. Une définition cohérente eesgmtative de 'ensemble des déformations
d’'une coque (membrane, flexion et CT) consiste gliger les courbures moyenne et

gaussienne et a considérer respectivement dedioasidinéaire et constante &h pour
<g_ > et <y, >.Celarevient a écrirg({) = @t

<g >=<g,>+{<¢g > (4.64)

<y, >=<y,>={y} {VZ)}:{zfz}:{ﬁ'af“ vhep } (4.65)
yz

Ces nouvelles expressions seront considérées pdamhulation des modeles NHMiSP4/ml
et HMiSP/Q4/ml.

4.5. Introduction aux modeles de coques développéslon la définition de la partie
membrane

Dans cette section, nous établissons les expressnécaniques des contraintes de
membrane permettant de distinguer les deux modB#éments finis a 4 nceuds mixtes-
hybrides de coque composites annoncés dans laernseprécédentes, cad NHMiSP4/enl
HMIiSP/Q4/ml. La formulation variationnelle en flexi et cisaillement transversal reste
identique pour les deux modéles (section 4.6).

4.5.1 Contraintes de membrane pour le modéle PIQ4/mI

Le modéle de coque multicouches HMiSP4/Q4/ml ai#rei que la loi de
comportement élastique en membrar@}£[H]{ €} est satisfaite explicitement dans le
formalisme variationnel correspondant. Les conteminde membranes ne pourront plus
bénéficier des approximations de typé €assiquement attribuées aux éléments mixtess Elle
seront calculées en fonctions des variables nodaeplacement via le vecteur déformation
{e0}. Nous y reviendrons sur la formulation détailléecdanodéle dans la section 4.6.
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4.5.2 Contraintes de membrane pour le modéle NS

Le modéle de coque multicouches NHMiSP4/ml cargidque la formulation de la
membrane est complétement hybride naturelle. @ek&nspire d’'une approximation de type
C! des contraintes de membranes}{proposée initialement par Pidfi0] et améliorée par
Ayad [68] afin d’obtenir un élément fini moins sensible aligtorsions de maillages. Ayad
[68] propose de définirdg} comme suit :

1 Ci C; _ZCnCn
{JO} = [TO]{O-g} 1 aveC[TO] = _2 C221 Clzl - 2C21Cll (466)
’ C.C, -C.C, C.C,+C.C,
Avec c, :gdet[Co] , Ci1, G2 Ci2, Cyy sont les termes de la matrice)]JC

{ajj} sont les contraintes contravariantes satisfaisatéguilibre bidimensionnel dans le

repere naturelé(n), d’ou I'appellation « hybride naturelle » pour me@dele. Ces contraintes
sont interpolées de la maniere suivante (proposdmPian) :

o
{oi}=100 = [Afa,} (4.67)
r
avec ,
100n0 o
[Al=lo0 1 0 0 &|; {a,}=!a, (4.68)
00100 dy
a5

L’expression finale des contraintes cartésiennanei®mbrane s’écrit ainsi :

{o.}=[Pfa.} (4.69)
C:222 C122 - 2C:ZZC:12 ,7C222 EClZZ
[F)O] = [TO][A] = 0_12 C:Zl2 C:ll2 - 2C:21C:11 ,7C212 QTC:ll2 (470)

°|-C,C

22721

- C:1ZC:11 C22C11 + C12C21 - ,7C22C21 - EC12C11

C'est cette définition déo,} qui sera utilisée dans la formulation du modéleteahybride
naturel NHMISP4/ml. Le nombre de parameteesest égal a 5r{(a, )= b
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4.6. Formulation variationnelle mixte classique asc intégration explicite suivant
I'épaisseur
4.6.1. Principe variationnel mixte-hybride (HellareReissner)

Nous commencgons par rappeler 'expression desursavirtuels associés a I'équilibre
d’'une coque de Reissner-Mindlin :

W = |z e -WS)=0 O, (équations 4.37 et 4.42) (4.71)
lémants
avec ; u, =0, et 0, =0 surS,

W =W +W? (travail virtuel interne) (4.72)

W, = [lcg; >{o}+ <ol >{e}-<a >[H] Mo pv (4.73)

o
We = [(<y. >{r b+ < >{y}- <z > [6] {r pv (4.74)
) W, = [d;« f,dv+ [a; « f.ds (4.75)
Ve 5

L’espace fonctionnel admissible pour les contesinos} et {14 est de type C,

elles sont définies et continues localement sué@nt. L'approximation de ces contraintes
doit contenir au moins cing termes constants és termes de dg} linéaires end (état de

contraintes pour une plaque en membrane-flexionf@aF exemple). Les paramétres
d'approximation de ces deux vecteurs doivent assureang correct a la matrice de rigidité

élémentaire finale, obtenue apres leur éliminagancondensation statique. Ils doivent donc
vérifier la condition de stabilité (nécessaire et suffisante) suivante :r{(u,) = 28our un

élément a 4 nceuds dans son repere local )

n(a,)+n(a,)=n(u,)-6 (4.76)

n(a,.) etn(a,) représentent les nombres de parametres d’appro@imades contraintes
{og} et {15} respectivement. lls doivent étre choisis de teflaniere que le modele mixte
finale ne soit pas équivalent au modele déplaceomntspondant.

Nous définissons une approximation linéairé gour{o.} et quadratique et pour{r_} :
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{ot=lo}+dda} ; {r.}=(1-0")ro) (4.77a,b)

%0 contraintes Ta contraintes
g,| =<0 . 10,f =10 4.78a,b
{ 0} yo (demembran; { 1} yi (deflexionj ( )
nyO ny.l.

{To} _ {szo} (contraintedeCTj (4.79)

Ty aupointp(¢ = 0)
Une intégration explicite suivadt des formes mixtes élémentaiM; (4.73) etW,' (4.74)

est réalisée dans un premier temps. Nous obterespeativement, en tenant compte des
approximation des vecteurs4 et {1s} :

* Pour I'élément HMiSP4/ml/Q4 :

La partie membrane est formulée en déplacement.loLade comportement en
membrando,} =[H]e,} est satisfaite explicitement ; ce qui conduit &rém(a,, )=n(a,)

avecn(a,)= O(pas d’approximation €des contraintes de membra{mg}). Nous écrivons
donc

<& >[H fe b+ <& > [H mf ]{50} +<‘9S>[H mf ]T{gl}-l_

We = * * - dA  (4.80)
f ;L (g<gl >{al}+g<al >{£1}—%<01 >[Hf]{0-1}J

* Pour I'élément NHMiSP4/mi

La partie membrane est hybride naturelle au senBian. La loi de comportement en
membrane{o,} =[H[e,} n'est plus satisfaite explicitement ; d’ou I'appimation C* & 5
paramétrea, des contraintes de membrafae} (équation 4.70). Nous écrivons donc

n<; >{e} +hles} <o+ T < >o}+ 2 <0 >{e)

4

W = | —:] a4 >['7m]{_00} B - dA (4 .81)
’ _%<UI >[H f ](01}_<U(; >[Hmf](al}_<aI >[Hmf]T{UO}

La forme mixte\WW reste identique pour les deux éléments :

W = |

2
(%h <y, >{r,} +2?h <7, >{y} _2_6 <r, > [ﬁc]{ro}]dA (4 .82)

AE
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Avec pour les deux formes ;

=St bl el - 5 2h |

h i=1
[H ] Z[(Z|+1 Z| ) + ( i+1 Zi )_W(Zil - Z,s)][G]l_l (483)

[H mf] ( T Zisz]i_1 ) [qm] = g(zm -z JH]"

Remargue trés importante sur I'aspect original@@modéles de coque proposés:

Comme il a été signalé en introduction, les del@ménts finis mixtes-hybrides de
coques proposés HMiSP4/ml/Q4 et NHMiSP4/ml sont desléles de premier ordrbasés
sur la théorie linéaire de Reissner-Mindlin, quitéwt I'utilisation de facteurs de correction
du CT pour les structures multicouches. Il convient dmaer que le non recours a ces
facteurs correctifs reviendrait a définir la noleehatrice de comportent en CtH_TC] comme

une expression faisant apparaitre explicitementlesircouches des termes linéaireszen
cubiques et d’ordre 5 (voir équation 4.83).

4.6.2. Approximation des contraintes planes (casiténC?)

Pour un élément quadrilatéral a 4 nceuds, I'appration du vecteur des contraintes est
définie par :

p) 0 O
{o}=[plai} . [Rl=| 0 (p) O .(p)=(1 & n &n) (4.84)
0 0 (p
avec (a;)=(a;, - i=1a12) equ(2.37)

n(a,) est égale a(a, ,)étant donné que I'approximation du vectew} £st déduite de celle

du vecteur ;} en utilisant les équations d'équilibres 3D en waimtes {r,} =2{div[01]},

équation 2.39 du chapitre 2). La condition de §ték4.76) est ainsi satisfaite pour le modéle
de coque complétement hybride en membrane NHMiSIP&He I'est également pour le
modele HMiSP4/Q4/ml aven(a,)= .0

Nous écrivons donc :

{r.}= hle[O’]} . {divo,} =[P }a} ,[Pr]:{< P> <0> <P, 1 (4.85)

<0> <p,> <p,>

Les vecteurs R> (i=1,2) sont donnés par :
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<O C11 C12 /7C11+EC21>;
(0 C, C, nC,+&C,,) (4.86)

(py)
(p,)

4.6.3. Approximation des variables cinématiques

Nous commencons par définir une interpolation nbdire standard pour les
déplacementﬁ; et les rotationﬁ* (continuité C°), intervenant dans I'expression @ateur

déplacements virtueIE‘s; (équation 4.37) :

{u;}: Z:Ni{u;i} ; {u;i}={u;i}+zg{3:} ; N (équation 4.15) (4.87)
u;
{u*pi} =V ; {ﬁl} =-6, {tZi} + B;i {tli} (4.88)
"

U,,V.,,W : déplacements du nceudians le repére global d’astY,Z(ﬁ, ik
0, .0, :rotations de la normale au ncgwditour des axes tangemty (fl,fz,ﬁ)

Les éléments NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4/ml (Figurd)4possedent cing degrés de
liberté par nceuds : 3 ddIs globaux et deux ddlaurclLa formulation de leurs matrices de
rigidité élémentaire sera faite dans un premierpemn se basant sur les cing ddIs. Nous
établirons par la suite les matrices globales spoedantes en tenant compte de la
transformation des deux rotations localgs, 0, en trois rotation#, ,6,,6, autour des axes

X,Y,Zdu repere cartésien global. Les deux élémentsiatimalement 6 ddIs par nceuds.

4.6.4. Expression des champs de déformation eionessnplifiée

Nous rappelons que la version simplifiée des aéfbions est celle qui consiste a
définir des approximations linéaire €rpour{¢,} et constante eq pour{y.}.

4.6.4.1. Champ de déformations associé a la mereleta la flexion

{ed={e}+c{el (4.89)
avec
(g0)=(£0 €40 &40 : déformations de membrane (4.90a)
<£1>=<£X1 £4 gxyl> - déformations de flexion (4.90b)

a. Déformations de membrane
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En appliquant I'approximation (4.87) aux vectedes déformations réelles et virtuelles
de membranés,} et <&; >, nous obtenons

{et=[BJu} ; <g>=<u>[B[ (4.91)
<un>:<Ui V| VV| 0xi 0yi i=134>
(t)N,, 00
[B,]= (N, 0 0 --i=14 (4.92)
(t)N,, +(t,)N, 0 0

N =CyuN; g +CyN; , iN; , =C,N; - +C,N,
Ci1, G2 Ci2 Gy : termes de la matrice §5(4.34)

b. Déformations de flexion

Les vecteurs des déformations réelles et virtsetle flexion{c} et <& > sont

calculés comme pour la membrane a partir des déplats (équation 4.87)

e} =[Bfu,} ; <& >=<u>[B] (4.932)
_ <tl>NIX 2<f1|>N|x _
B]=| ()N, LIHIN i=1a4|  (4.93D)
(NG + ()N (N, + 5 (6N,

Ni,x =bec,N; , +beyN; Ni,y =bc,N,, +bcy,N,,
<f1i> = <__t.1'_t.2i f1 j1i> ; <f2i> = <_f2 6ot j1i>
bciy, bao b be, : termes de la matrice Jlequ(4.35)

4.6.4.2 Déformations de cisaillement transvefsa}

Dans la plupart des modeles mixtes classiquesyeteouillage en CT provenait
essentiellement de la définition numérique des rdéitions de C'I{yo} (équations 4.94, 4.
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95). Ce probleme numérique est la conséquence dppeximation bilinéaire des variables
cinématiques (déplacemeruget rotations3), utilisée pour évaluer les déformations de CT.
Certes, une intégration réduite de la matrice dalité correspondante de CT contribue a
I'élimination du verrouillage, mais avec pour camsénces :
- L’apparition de modes parasites (faux mécanismésedgie nulle), qui peuvent ne pas
disparaitre méme aprés assemblage de plusieursréi®m
- Une sensibilité des éléments finis aux distorsg@gmmeétriques.

Pour éviter ces deux problémes numériques, noussaadopté, dans le cas des modeles
HMiSP4/ml/Q4 et NHMIiSP4/ml, la technique des défatimns de CT de substitution
(Méthode ANS : Assumed Natural Strain) proposéeBadine et aJ54,55,].

Les équations (4.94) et (4.95) font apparaitreclmmposantes cartésiennes locales du
vecteur{yo} dans le repere tanger@][ La méthode ANS est naturelle ; il est plus juelic,

dans un contexte de formulation isoparamétriquebeyude I'appliquer aux déformations
naturelles ou covariantgs, et ;.. La matrice[C,] (4.34) assure le lien entfg;} et les

déformations covariantes correspondantes :

{yo} = [CO]T{Vz} ;< V:) >=< Vz > [Co] (4.94)
_[Ye | _fneu, +a, B
avec {yz} = {Vnc} = {ﬁ .u,. +a- B} (4.95)

Les deformations naturelle’gz} sont définies dans un premier temps en fonctios de
deformationsy,, calculées aux milieux des cotés de I'élement (feigu4) :

wd=lbed ¢ =3 L LY (4.96)

<Y >=<Vg Ym VY VYn > (4.97)

Les deformations naturelles de berg,, > sont imposées comme constantes sur les cotés de

'élément. Il s’agit la d’'une des subtilités dert@thode ANS, elle évite la linéarité de ses
déformations sur les cotés qui, rappelons le, egpansable du verrouillage en CT si une
intégration exacte 2*2 PG est utilisée pour le watte I'énergie de CT. La méthode ANS
consiste simplement a introduire une hypothéseds#t®indlin sous forme discrete. Il s’agit
en fait d'une généralisation des éléments de coquieses sans CT utilisant I'approche
connue sous le nom des hypothéses discrétes dkehkiffc Nous avons choisi de projeter
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<Y, > (4.96) sur les variables nodales en utilisant teéwanique de collocation par points.

Ainsi, ses déformations naturelles et discrétes @mir figure 4.4) :

Ve (respecy;,)= neU,, +a * B aupointA (respecC)

D BY— moni -~ A : (4.98)
Y, (respecy,,)=neu,  +a, [ aupointD (respecB)
2
)
7 AloTl4
B 1 0
C 0 1
D -1 0
X
Figure 4.4. Déformations naturelles de CT projetées surdessc
Nous obtenons,
Ve =n"enr, —ate£/0) +a’ - 1)
v =ntea®, -al«2e° +af - £267
(4.99)

C _wC —C =C _gCApC =C _gCpC

Ve =" elj,—a 1,76, +a 176,

Vi =A° 00, —a7 « 067 +a; « £°6]

n*( k=A,B,C ou D sont les normales aux points milieux des c#d,C et D.Elles sont
données par :

(R +0) (4.100)

k(&.n) A(0,-1) | B(1,0) | C(0,1) D(-1,0)
noeud 4 1 2 3
nceud 1 2 3 4

Nous aboutissons a la représentation sous formecialié suivante du vecte{ka} (4.97) :
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{¥ae}= B fun} (4.101)

_<ﬁA> <_alA.‘(1) a1A’fl(l)> <ﬁA> <_31A°f2(2) alA.fl(2)>

[Bcz]: 0 0 -<n®> <-aj+§? a-1?>
0 0 0 0
-<n®> <-al.tP al.t®> 0 0
0 0 0 0
<n®> <-aiet? a’-t¥> 0 0 (4.102)
<> < _alc o fz(s) alc . fl(s) > —<fi®> < _alc o f2(4) é1c . f1(4) >
0 0 <n®> <-ay.t® a)-t®>]

L'expression finale du vecteur des déformation€diey,} (4.94) sera donc

vot=[BJu} : [B]=[c.]'[Al[B,] (4.103)

La matrice[B, ], de dimension 2x20, fait intervenir toutes lesalales nodales.

4.6.5. Matrice de rigidité élémentaire mixte-hyleri

L'expression finale du travail virtuel interne éiéntaire W,; (4.72) s’écrit en

considérant toutes les approximations des cong®intequations 4.84,4.85) et des
déformations (équations 4.91,4.93a,4.103) :

En injectant les expressions (4.84),(4.85),(4(8193) et (4.103) dans les équations
(4.80), (4.81),(4.82), nous aboutissons aux exmesgles matrices de rigidité multicouches
mixtes, pour le cas général ou la structure skéatih étudier est non-symeétrique :

4.6.5.1. Matrice de rigidité de I'élément HMISP#@# (membrane en déplacement,
flexion/CT mixte-hybride)

Dans le cas d’'une stratification non-symétriquexgdression finale du travail virtuel
interne élémentair®\V$ (4.73) pour le modéle HMISP4/ml/Q4 s’écrit:

i
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Avec [k,]= [[B,I'[H,][B,]JdA+ j (BJ[H,,1[B,]+[B,]"[H,,][B])dA (4.105)

k] =~ j[P] [H, ][P]dA——j[P] [HIIP1dA (4.106)

A

[ky] = j (;[Pr] [Bc]+5[P1] [B,])dA (4.107)

[H,] et[H /] sont respectivement les matrices de comportemenmembrane et de

couplage membrane-flexion. Leurs expressions réispscsont classiguement données par la
théorie des stratifications (équations 4.83).

Les matrices de comportement en flexion/{3T,] et [H ] ne s'identifient plus a leurs

expressions classiques associées aux modéles eldgais (2.24b) et (2.24d). Elles sont
associees a des modeles mixtes-hybrides et samndéées en suivant la méme procédure
gue pour le modeéle de plague MiSP4/ml (chapitresé&tions 2.2.3.1 et 2.2.32). Elles

s’écrivent ainsi :

[I-_|f ] = i(M[H ],j (équation 2.64)

[ﬁc]=2[(zm—z)

—(Z,- i’)— (z, —Z)I[G];" (équation 2.66)

5h* 3h?

Remarque :
L’écriture précédente de la matridéd ] présente un grand avantage, a savoir son

indépendance vis-a-vis des facteurs de correctien€T. Elle ne les fait plus apparaitre
comme c’est souvent le cas pour les modeles dépkts du premier ordre.

La condensation statique des paraméfimes au hiveau élémentaire se traduit par

{a.} =[k]"Tk,{u} (4.108)
lke] =[Ko] —[Ky, 1" [K, 1 [Ky,] (dimension 20x20) (4.109)
ou [k] est la matrice de rigidité de I'élément HMiSP4/QH/2x2 points de gauss suffisent
pour l'intégration exacte de I'ensemble des masrice

4.6.5.2. Matrice de rigidité de I'élément NHMISPd/(membrane hybride naturelle,
flexion/CT mixte-hybride)

Dans le cas d'une stratification non-symétriquexdression finale du travail virtuel
interne élémentair®\V$ (4.72) s’écrit:

int
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[kl k][]

We =<<ga’ ><a, ><u >> [kmf]T [kf] [kfu {a} (4 .110)

kS o] [l

Avec ;
[kl = [[RT[HIRIdA ; [k ]J=h[[R][B,JoA ; [ﬁmlzg(zﬂ—a)[Hlf (4.111)

R e .
k] == j [P [, IR IdA- j [PIT[AL]IP.]dA ; [F,](2.64) et[H.] (2.66) (4.112)
_ (/o higqr
k)= j (& (P B]+[RI[B)AA (4.113)

)= [[RT IR BA (L1223 @ - 2)H ]

[H,_]1,[H,]1.[H,].,[H.] sont les matrices de comportement en membranégoriecouplage
membrane-flexion et CT, adaptées pour étre utilizdes des modeles mixtes-hybrides.

La condensation statique des paramétes et{k, } au niveau €lémentaire se traduit par :

fo}=lk, I (ko Jud =Tk fa ) . o=k k] fu) (4.114)

L’expression finale de la matrice de rigidité éldmnare de I'élément NHMiSP4/ml non-
symétrique s’écrit ainsi

[]=[Al+[ATAI AT (4.115)
Avec ; [A]=[k,] + [k Tl K] (4.116)
[Al=lkJ kol k] o [A]=[k T Tkod k] (4.117)

Un schéma a 2x2 points de gauss est utilisé pintédration exacte de I'ensemble des
matrices.

Remarque :
Dans le cas d'une stratification symétrique, ifisuafe posetH mf]=0 et les deux modeles

peuvent étre en conséquence utilisés.

4.6.6. Matrice de rigidité fictive
Le passage de 5 ddl a 6 ddl par nceud conduit ssimgelarité de la matrice de

rigidité globale si tous les éléments connectés aaud sont coplanaires. Pour éviter cette
difficulté numérique, nous introduisons une matfieg] fictive associée aux quatre rotations
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nodales fictivesd,. Nous avons adopté pour cela la technique proppae@®atoz et Dhatt
[69]. Elle est basée sur la discrétisation d'une fdntégraleN; fictive associée a l'opérateur

Laplacien d®, pondérée pa#,

J-aHfl( z,x 7 z,x ezy zy)jA (4118)

avec 0, = ZN,GZI (bilinéaire) ?{ez’x}=[Nez]{9zn} [Nez] [C ]TLN j (4.119)

i=14

En effectuant les mémes développements sur legsevirtuels, nous obtenons :

z

Wy =<0, >[ks fo. } ¢ ks ]=aH ] [Ne] [NgJoA (4.120)

H,, est une valeur caractéristique associée a unelitégide flexion (par exemple
Eh*/12(1-v?)). a est un coefficient petit (104 10% dépendant de la précision de l'ordinateur,

il peut également étre défini en fonction de largéoie de I'élémeri68], en considérant par
exemple le rapport du quart de I'aire au carré ks pong cotéa = A°/4L2_ . En ajoutant

ainsi k¢ | aux matrices de rigidité des deux éléments figisetoppegk,]

(ég. 4.108 pour HMiSP4/Q4/ml et éq. 4.114 pour NBRW/mI), nous évitons la singularité
de la matrice globale] .

4.6.7. Passage dans le repere global
Les deux modeles de coques sont formulés aveqtsiale liberté par nceuds : les

déplacementt),V,Wdans le repére cartésien global d’aXes,Zet les rotations locale,§,
autour des deux vecteurs tangents orthonotnigs Le passage aux rotations globales est

obtenu aux noceuds en utilisant la relation suivatéénie au nosud i :

e><i < tA]j > -
=| ¥ e, (4.121)
O, <t >
0,
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4.7. Calcul des contraintes tridimensionnelles :

4.7.1. Cas d’'une stratification symétrique

4.7.1.1. Contraintes plandes}

Le calcul des contraintes 3D est fait en partamel formulation en déplacement. Nous
introduisons ensuite les moments de flexion {M}let efforts normaux {N} et de CT {T}
définis dans une formulation mixte-hybride.

Partons de I'équation (4.78a) ;
{Os} = {00} + 1{01} , {oo}= [H ]{‘90} et{o,}= [H ]{51}
L'expression ddo.} devient
2z
{o} =[Hfeo} + MKz (4.122)

Pour une stratification symétrique, la définitica{d1} et {N} conduit a :

()= [ i)+ clopea=2( 322, Il fed e =3lF,Jun) (o1230)

-h/2 i=1

et N} =1 Qo }+ codz=[H,Je} © {eo}=[Ha]I"{N} (4.123b)
Une substitution de {M} et {N} dans (4.122) donne

{o=[HIH ] N} + 2R Jm)) (4.1243)
Cad le@}=[H@IH.T{N}+ A, M) |A,|€q.4.83) (4.124b)
Nous écrivons ainsi pour chaque couche :

[H@]=[T[H.1T] (4.125)

[T.] est la matrice de transformation du repere d'dartpie au repére globalH ] est
matrice de comportement local en flexion .
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Nous redéfinissonfN} et{M} intervenant dans I'équation (4.124b) en formutatiixte-
hybride :

Efforts normaux {N}

(N}= [ (ot + clof)dz=hio.} = R Yo} (4.126)

-h/2

{am} =[knm] Tkmol{u,} (€q. 4.114)

Moments de flexion{M}

()= doJoz="o} =" p ]l o) (@.127)

Ces deux expressions @‘é} et{M} sont injectées dans I'équation (4.124b) pour dbaug
formule permettant d’évaluer les contrain{a!éz)} dans la direction de I'épaisseur.

4.7.1.2. Contraintes de GF.}

Nous définissons les contraintes de CTet7 , a partir des équations de I'équilibre

tridimensionnel :

= (O'XYX + nyyy)dzzi (Uxo,x + nyoyy)dz+ z} (Jxlyx + axylyy)dzz Toxs 1k (4.128)

t
Z-XZ J.
z
t t t
T, j(axyyx + ayyy)dzzj (nyo,x + Jyoyy)d2+ | (nyl,x + aylyy)dzz Toy, 1y, (4.129)
z z z
ou t est la composante en haut d’'une couche,la estmposante d’une couche a calculer ;

Nous proposons d'utiliser la notation suivante :

{t}={ro} +{r.} (4.130)

Expression du vectedr,} :

En partant de I'équatiof,} =[H][B,fu,}, nous aboutissons a :

_[Ha)B, Jul+(HE)B, Jul
ok {<H 39)[B,, fu,}+ (H (2,:>>[Bo,y]{un}}

(4.131)

Ou en dautre termes, $,}=[H]H,]*{N} avec{N} (équ. 4.125) et si I'on note que
[A.(2]=[H(@]H,.]™; nous aboutissons & I'expression suivante du vere}
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(A @R Jan} + h(A,G3)
=i e

P°'yﬂtam}} (4.132)

(A G ) Pox @} + D{AL )Py o}
Avec
000 C,C,> C,C,° ooo0o c,t C,,>
1 2122 11%12 1 22 , 12 ,
3 3 .
[Po,x]:_2 00O Cx Cu 1[P0,y]:_2 0 0 0 CuGC,~ CpCy
G 000 _C22C221 _C12C121 Co 000 _C21C222 _C11C122

Expression du vectedr,} :

Nous partons également de I'expression des cotesade flexion :

{o}=[Hfe}=[H]H fm} : Notation [Al=[H]H] (4.133)
Le vecteur des contraintes de CT & travers I'épaidgg s'écrit

{r}=[Dfr}+[D,{A} (4.134)
tel que :
= Z_TZ|:A&1 +A, A13+A32}d2 D, = Z_TZ|:A11 —A, AA, 2'0&2 ZAJl}dZ (4.135)
Zt AytA, ALtA, %t A-A, ATA, 2A32 2%1

ou t: composante définie en bas ou en haut d'ooele , z: composante d’'une couche a
calculer.

(=" frdoe="" [p Tl Jo (4.1362)

-h/2

(A=(M,, =My M, =M, MM, {r} (équations (4.78b)(4.136b)

2
M, =D
6
2

h
M, =" o, + -+ énar) (@137

(a, + &a, +ayp + éa,)

h2
Mxy =€(0’9 +£a10 +’70'11+<t/7a12)

Alors =[P fa.} (4.138)
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ou :

0 Cy Cy n7Cy+éCy,y 0 O 0 0 0 -C; -Cp —(C, +4Cy)
p = 0 0 0 0 0 -Cp; -Cp —néCp+4C, 0 Cy Gy NCyy +4Cjyy
™10 0 O 0 0 C, C, nc,+é&,, 0 0 0 0
0 C, Cp MCp+&,y 0O 0 O 0 o 0 0 0

apres l'intégration de et D, nous aurons :
o2 2 At A, A13+A32}
D,|=32t"-Z°) 4.139
[ ] izl( )|:A31+A23 A22+A33 i ( )
( —7 ) |:A11 —A; A—A,2A, 2'6%1}

(4.140)
A31_A23 A33_A22 2A32 2A21 i

[D,]=12

n; est le numéro de la couche pour lagquelle les deatraintes de CT sont calculées (figure
4.5)

t=h/2 i=1

n;

v
X

sy

Figure 4.5.Une stratification a trois couches

4.7.2. Cas d’'une stratification non-symétrique

Rappelons que pour une stratification non-symédrigla matrice de couplage
membrane-flexionH{ ne s’annule pas.

Nous écrivons
{o@}=[H@|(e,}+ 4e)) (4.141)

ey=(H, [0 ]-H]H D (H, M- [H N (4.142)

o} =[Hoe HNF-[H L] [H L fe ) (4.143)

h/2 h/2

{N}= [(o}+clod)az= | [Hfe}+ I Zo}=H.fe) (4.144)

-h/2 -h/2
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M= o)+ clof)dz=[H, Je )+ 6 o} (4.145)

Nous injectons dans un premier temps les équatibhd?) et (4.143) dans (4.141) ; puis
nous calculons pour chaque couche les contraintgset 7(2) :

Posons pour simplifier :

[B]=(H, ][+ ][0 H.])" (4.146)

[a]=[e]H,]". [c]=[B'[H,]".[D]=[H,]*[H,.] (4.147)

Ainsi {e}=[H. ] {N}-[D][a M} +[D]ickn} (4.148)
{e}=|Afm}-[ckN} (4.149)

et {o@}=|P N} +]|Q [m} (4.150a)
[Pl=[H@]H,]" +[H@]DPlc]-4H (2] (4.150b)

Q' [={H@[P]A |+ dH @]~ ] (4.150¢)

Par le biais des equations d’équilibre on déduit :

sz = _i (Jxx,x + ny,y)dz =
h (4 .151)

—J(< P LL:3YN,}+(Q @3 M, }+ (P 31:3){N }+(Q (31:3)){m Nz

-t

T, = __[(ny,x + Jyyvy)dz =
B (4.152)

—J(< P 21: 30N, }+(Q @1:3)){M }+ (P 313N }+(Q (31:3)){m oz

-t

Avec ;

j [P Joz= f ([H @]H..|* +[H@]D]c] - 2H (z)][c])dz =

o (4.153)
[H (z)]([H T+t +[p]clz+t) —(Z—;t)[c]]

(z* -t%)
2

_f[Q* Joz= —_f (H@Iola]+2H ][A Jaz= - (z)]([o][A* 2+t - (& ]j (4.15)
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Calcul des dérivés des efforts normdok, | et{N | :

* calcul de{N’X}

{N}=[H,Keo}. {eo} =[Bofu.}. {N }=[H,]|B,, fu,} alors

{EO,X} = lBO,x]{un} (41558)
<tl,x>Ni,x + tl>N| XX 0 0
ENE (to Ny + ()N, 0 0 -i=14| (4.155b)
<tlx>N|y+<tl> |yx+<t2,x>N|x+<t2>N|xx 0 0
les dérivées d’ordre 2 des fonctions de formesis'éat :
_ _ _ $h,
Ni,xx - C11Ni,x¢’ + Clei,xq - CllCZlNl,q{ + CZlcllNI & C11C21T (4-1563)
_ éh,
N, = 0120227 (4.156b)
N _=C,C,N. . +C,C.N., =(C,C, +C,C,)° 4.156
ixy 1221 Vi + 2211 Nigp T \M12M21 2211 T ( . C)
et
n, + Ang - A(nynx)
t,=| —Ann | ;t, =| n, +An (4.157a)
-n, -n,
n,,+tAn; +2nn, A -A,n,n, —-n,n A-Ann
t,=|-Ann, -Ann  -Ann |, t,, = n,, + An; +2Ann, (4.157Db)
_nx,x - r]y,x

1 - nZX

avec ; A= , A = — (4.157¢)
1+n, ’ (1+ nz)2

Calculons les dérivés du vecteur normale

Une interpolation simple du vectedrpeut-étre donnée par
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Ainsi

n n
N, =_21Ni,g”i , N, =_21Ni,f,”i , N =Cun,g +CZlny
1= i=

* calcul de{N |

{N} = [H m]{£0}’ {80} = [BO]{un}’ {Ny} = [Hm]l_Bo,y]{un} (4160)
{go,y}:lBO,yJ{un} (41618)

<tlyy>NivX +<tl>Ni,xy 00
[Bo,y]= (ty )N, +(t)N, 0 0 --i=14| (4.161h)

<t1Y>N y +<t1>Ni,yy <t2,y>Ni,X +<t2>N| Xy 00

Avec ;
y A, n +2n,n, A -A,nn, -nn, A-Ann,
ty =| - A,ynynx - Anynx -Ann, |, t,=| n,, +An + 2Anyny,y (4.162)
"My —Nyy
1 A = -n,,

e, M T @ p

Nous injectonsi, et i, (4.159) et (4.158) dans les équations (4.162)h dé calculer les
vecteurs tangents derlvélg t,,, b1, . Les dérivés de premier ordre des fonctions de

formes sont définies par :

J\m

= @) N, = 0 &) (4.163)

En remplacant les expressionsMgx, Ny , Nixy (4.156) et de<ty,>, <tp,>, <t1,>, <ty >
(équations 4.162) par leurs expressions (fonctomg,n) dans celles d{aBovx] et de[BO,y],

nous aboutissons aux expressions finales des détagtefforts normaux Mt N,.

Calcul des dérivés des moments de flexiph } et{M } :

Les vecteurgM ,} et{M } sont définis par :

100



= e o) o b=l S ) (4.164)

{o}=[Pla.}

{o.t=cdo.t+cio,} ;i {o,t=Culo.t+Clo, (4.165)
Avec
{o.}t=IP.fa.} (4.166a)
0 C, C, fIC,+&, 0 0 O 0 00 O 0
[P.]=l0 0 o 0 0 C, C, 7C,+&, 0 0 O 0 (4.166h)
00 O 0 00 0 0 0 C, C, fC,+&,
et
{o,t=IR, fa} (4.167a)
0 C, C, 7C,+&, 0 0 O 0 0 0 0 0
[P, ]=lo 0 o 0 0 C, C, 7C,+&, 0 0 O 0 (4.167b)
0 0 0 0 0 0 O 0 0 C, C, 7C,+&,,

En remplacant les vecteu{solx},{foyy} (équations 4.155 et 4-161){%x},{0'1,y} (équations

4.166 et 4.167) par leurs expressions dans lestiégsa(4.164), nous aboutissons aux
expressions finales des dérivés des moments derflg .} et{M }.

4.8. Formulation de la matrice masse cohérente
Nous partons de I'expression suivante de I'éneriiétique

V=4[ plU? V7 + W2 av (4.168)

p : est la masse volumique du matériau compositstltléfini pour chacune de couches.
Considérons I'équation (4.37) que I'on réécrit coensnit :

U, =Ui +Vj +Wk + 2(-6,1, +6,1)) (4.169a)
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=U +z( NB,t,(1)+Z4:N,9,tli(1)j=U +26, (1)

2
v, V+z( iNet (2)+ZN9t (2)j V +20 (2) (4.169b,c,d
2

w, =W + z[ N.6.t, (3)+ Z N,&,t, (3)) =W +26 (3)

En remplacant les champs de déplacement (4.169)(d&l68), nous obtenons :

V= jep(u'u' +\W +W2)+%pz(2U6?, @) + V6, (2) + 2W8, (3))jdv

(4.170)
M A RTACREAC)Y
avec
U=(N V =(N, ©U W =(N
(N, ){u, (N, {u,} (N, {u,} @171)
6, =(N, {u.}: 6,2 =(N, {a,}: 6,3 =(N, }{u,}
(N,)=(N, 0 0 0 O N, )
(N,y=(0 N, 0 0 0 -+ 0 N,-Yu,}
(N,)=(0 0 N, 0 0 - 0 0 N, -{u,}
<Nr1>=<0 0 0 =Nit;; () Nt -~ 0 0 0 =Nt () Nt; (D > (4.172)
<Nr2>=<0 0 0 =Nit;(2) Nit;(2) - 0 0 0 -Nt,;(2 Nt (2 >
<Nr3>:<o 00 _N1t2i(3) Nltli(3) - 000 _Nitzi(3) Nitli(3) >
Apres avoir développé les expressions suivantes :
UU +W VI = (u SN HONG) +{NGKONG) + (NG KN Y ) (4.173)
206, (1) + V6, (2) + 208, (3) = (u, NN, )+ 2ANKN, )+ 2N KN Vfu ) 4174)

62(1) +67(2) + 62(3) = (u, N (N ) +{NLHNL) +{N NG u ) 4.175)

V = cL{UU +W +ViWi )+ c2(2U6, (1) + V6, (2) + 2W8, (3))

+a3(e?+62(+62(3) (4.476)
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vV =(u,) CZ(Z{NU} N, )+2{N }<Nr2>+2{NW}<Nr3>)+ {u,} (4.177)
<

Nous aboutissons finalement a la matrice massereotgepour nos deux modéles mixtes-
hybrides de coque multicouches proposeés :

[M]=|ca NN, )+ 2NN )+ 2NN, )¢ (4.178)
Cs {er <Nr1> {Nr2}<Nr2>+ Nr3}<Nr3>)
ou =30 -7 165 i@ ) 6 iaE 2 (4179)
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Chapitre 5

Validation numérique des modeles de coques multicohes
5.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous examinons les performateasonvergence et de précision
des éléments de coque quadrilatéraux courbes NHMigRt HMiSP4/Q4/ml.

L'étude de la stabilité a été effectuée en examifiaptitude d'un élément ou d'un
assemblage tridimensionnel d'éléments a représiesteix états de déformation ou d'énergie
nulle, correspondant aux six mouvements de cogpdes d'une coque (3 translations et 3
rotations). La vérification de la cohérence desragmations utilisées pour les déplacements
et les contraintes dans la solution éléments fiois se traduire par la convergence vers la
solution exacte en augmentant le nombre d'élémentsertain nombre de cas-tests standards
est utilisé pour évaluer la vitesse de convergemcinction du nombre d'éléments. Ces tests
sont considérés par les ingénieurs comme outiloitapts de validation des éléments de
coque([71]. lls ont pour but de vérifier la capacité d'unnédédt de coque a simuler des
comportements complexes ou les états de membrange dilexion sont dominants. Les
résultats de nos éléements NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4deront comparés a ceux des
éléments de la famille Q24 [69].

Des tests de vibrations libres de coques commositgticouches ont également été
effectués. Nous présenterons les principaux résulta

5.2. Examen des modes rigides

z
z z
4(1,0,2 4(1,0, 0001| (0108 (0207 v
3(1,2,2 3((1,2,2
Y Y
6 (1,2,0
X X 2(1,2,0
1(2,00 2(2,2,0 1(2,0,0
4 neceuds coplanaires 4 nceuds non coplanaires 4 éléments courbes,
noeud (0.8,0.8,0.5 hors plan
(@) un seul élément (b) assemblage de 4 éléments

Figure 5.1.Patch-test de modes rigides. Maillages utilisés
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5.2.1. Vérification des modes de translation rigide

a. Pour un seul élément (figure 5.1.a)

Nous imposons des degreés de liberté aux 4 nceuatscerd avec les modes rigides de
translation (translation selon les axes X,Y etnd)s obtenons une énergie interne nulle (de
I'ordre de 10") pour les éléments NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4/ml, lugue soit leur forme
géométrique (plane ou courbe). Nos éléments pegntatbnc une représentation exacte des
trois mouvements de translation rigide.

b. Pour un assemblage d’éléments (Figure (5.1.b)

Des valeurs de U,V ,WYy,0v,08; en accord avec les 3 modes rigides de translation
imposées aux nceuds dans le plan XY. Considérorexganple le mode {translation selon
y), nous imposons les ddl suivants aux nceuds 1 a 8

V=1 et U=W=Hx=0y=06,=0 (51)
Résultats :
Apres résolution et prise en compte des condit&nslimites, nous obtenons au nceud libre
hors plan 9 :
V=1, Us= Wy=0x9= Oyg= 029=0
Ox= Oy=Tyy= Txz= Ty7=0 €n tout point .
7, =5 <u,>[Kfu}=0

Ini

Le mode | est ainsi représenté exactement. Les datnes modes$ et k sont également
représentés exactement avec les éléments NHMiSR&#WiSP4/Q4/ml .
5.2.2. Vérification des modes rigides de rotation :

Nous utilisons la méme démarche que précédemiestvaleurs de {ij sont
imposées aux nceuds plans 1 a 8 en accord avecdmdraotation rigide, par exemple le
mode « rotation d’axé » suivant :

<uf>=<0 -Z, Y, 1 0 0> (moded"=i),k=1a8 (5.2)

Résultats: Apres résolution et prise en compte des conditaurx limites, nous obtenons au
nceud 9 :
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H=1, <u>

Elément u \Y W Ox By 0,
NHMiSP4/ml/s -0.0001954 -0.49874 0.80133 1.0042 -0.003598 00991
HMiSP4/Q4/ml/s -0.0002736 -0.49885 0.80123 1.0043 .0086066 0.01906
NHMiSP4/ml/f 0.000092201 -0.49960 0.80068 1.0034 -0.0037011 906
HMiSP4/Q4/ml/f -0.00017165 -0.49744 0.80208 1.0040 |-0.0030864 | 0.018127
MiSP4/Q4 [11] 0.0003 -0.495 0.798 1.015 -0.001 0.02
Valeur exacte 0. -0.5 0.8 1. 0. 0.
H=100, <y>

Elément u \Y W Ox By 02
NHMiSP4/ml/s -0.026486 -0.51543 0.78989 0.98347 0?5035 0.022667
HMiSP4/Q4/ml/s -0.024938 -0. 51476 0.78984 0.98376 |0.0068375 0.022533
MiSP4-Q4 [11] 0.0003 -0.495 0.798 1.015 -0.001 0.02
Valeur exacte 0. -0.5 0.8 1. 0. 0.

/s : version simplifiée des modéles de coques dgpék (approximations linéaire &mles déformationsef} et constante ef des
déformations de CTy{}.

/f : version complétes des modeéles de coques d@véto(approximations quadratiquesedes déformationsef} et linéaire er? des
déformations de CTy}.

Tableau.5.1.Résultats des déplacements au nceud 9

Ce résultat montre que les modéles NHMiSP4/mIMiS#P4/Q4/ml, utilisés sous leur
forme courbe, ne permettent pas une représengtiacte du mode rigid8® =i . Un résultat
similaire est également obtenu pour les deux autredes de rotation rigide. Ce test est
cependant satisfait quand il s’agit d'un assembtigEments plans sans gauchissement.

5.3. Résultats des cas-tests standards de coquérisoe

5.3.1 Cylindre pincé avec diaphragme

Un des cas-tests qualifiés de séveres par lesiggd est celui d'un cylindre court
(L/R = 2) et mince (R/h=100, L/h=200) supporté miux diaphragmes rigides a ses
extrémités et soumis a deux charges unité coneanti@métralement opposées (Figure 5.2).
Ce test permet d'examiner l'aptitude d'un élémentadjue a simuler des états de membrane
complexes avec une part importante de flexion saxtension de la surface moyenne,
notamment au niveau des zones sollicitées (pointLE)probleme étant symétrique, des
maillages réguliers B=2 a 15 éléments par cb6té sont utilisés pour meeléle huitieme de la
coque. Sur la (figure 5.3, 5.4) sont présentégemyement les courbes de convergences des
déplacement¥\ etVp en fonction deN. Une solution de référence basée sur une théorie de
coques minces est donnée par Fliigge et Lindberg et all73] :

- Déplacement\; sous la charge : W = -We En/P=164.24
- DéplacemenYp suivant 'axeY: Vi =-Vp Eh/P=4.11
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Les courbes des éléments NHMISP4/ml et HMISP4/Q4&mlersion simplifi€ée coincident
avec celles de ses mémes modeles formulés en warsinpléete. Cette constatation nous
parait logique compte tenue de la coplanarité esaents du maillage (gauchissement nul).

Z, W P=1 Données :
Y,V =6m, R=3m, h=0.03m
E=310" Pa,v=0.3
Conditions aux limites:
U=W=0, =0 sur AD
Symétrie:
W=04=0y=0 sur AB
V= 0x=6,=0 sur BC
U=6y=06,=0 sur CD
Chargement:
F,=-0.25N au point C

Maillage N=2 (2x2) de la portion ABCD, ...

Figure.5.2.Cylindre pincé avec diaphragme. Données
Convergence de YW
Une convergence rapide vers la solution exacte obsenue par les éléments
NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4/ml puisque les deux comeorents en membrane et en flexion
sont bien représentés respectivement, par la fationl mixte-hybride et la formulation

(classique ou hybride naturelle). Par contre, beeove une convergence un peu lente de
I'élément Q424.

cylindre pincé
200
164.2¢
150 - —e—HMISP4/Q4/m |
° 100 - —m— NHMISP4/m|
= —a— Q4y24.
50 A réf
0
2 4 8 12 14
N

Figure.5.3.Convergence de W
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Convergence dep/

Les éléments courbes NHMiSP4/ml, HMiSP4/Q4/ml 423 convergent également
rapidement vers la solution de référence.

6 _
5 i
4.11 . .
. 2
— —e_ NHMISP4/m|
o, —=— HMISP4/Q4/m|
S e Q424
2 ref
l i
0
4 8 12 14
N

Figure.5.4.Convergence dep/

5.3.2. Hémispheére isoptrope sous charges diamétealeopposées

Le probleme de I'hémisphere pincé est fréequemmeaité pour évaluer les
performances d’'un élément de coque. Il s’agit d’'oague hémisphérique mince (R/h=250)
soumise a la base libre a quatre charges radiatentrées. Les caractéristiques mécaniques
et les conditions aux limites utilisées sont préses sur la figure 5.5. Dans cet exemple,
I'hémisphére subit d'importantes rotations de cdgides et des déformations de flexion sans
extension. Ce probléme est un bon test pour vefiibsence de blocage en membrane et la
bonne représentation des mouvements de corps.riggdprobleme étant symeétrique, seul le
qguart de la structure est discrétisé N éléments régulierdN(= 2 a 16 par coté). Nous
présentons sur la figure 5.6 les résultats obtgrous le déplacement radidla =-Vg en
fonction du maillage. Une solution de référencessilgue est donnée par MacNeal et Harder
[74] : Ua =-Vg = 0.094 m. Une convergence monotone est obtenuen@a €léments
NHMiSP4/ml et HMiSPS4/Q4/ml.
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Données :
P R=10 m, h=0.04 m, R/h=250

P=2N, E=6.825 10Pa ,0=0.3

Conditions aux limites :
W=0en B

Conditions de symétrie :
V=0x=087=0 sur AC
U=0y=6z= sur BD

Figure.5.5.Hémisphére pincé. Données

0,11 -
—e—HMISP4/Q4/mi
0,105 + —m— NHMISP4/mi
—&— Q4y24
réf
0,1 +
<
-}
0.095 - 0.094
0,09 -
0,085
4 6 8 12 16
N

Figure.5.6.Hémisphére pincé. Convergence de U

5.3.3. Poutre vrillée isotrope sous charges canées

Ce probleme a été proposé par MacNeal et Hardeér Il s'agit d'une poutre
vrillée ou d'une coque hélicoidale encastrée a exteémité et soumise a deux cas de
chargement concentré a l'autre extrémité: une elarglans le plan (suivant I'axe Z) et une
autre hors plafy (suivant l'axeY) (figure 5.7). Ce test met en évidence le gauehignt de
la coque. Il constitue ainsi un bon examen de aibd d’éléments finis de coque tenant
compte du gauchissement de la surface moyennegrénytier les éléments quadrilatéraux a
4 nceuds NHMiSP4/ml et HMiSP4/Q4/ml que nous propssblous comparons les résultats
des déplacements dans la direction de la chargee s&aiution exacte obtenue par Batoz &
Triki [75] en utilisant un élément fini de poutre vrillée l@ei est formulé en considérant un
modele variationnel mixte avec satisfaction desa@qos de [I'équilibre interne. Les
déplacement®V etV au pointA sont donnés pour deux épaisseurs différentes :
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Epaisseurh=0.32 |Epaisseur
(L/h=37.5) h=0.0032
(L/h=3750)
Chargement dans le pl&a =10, Py =0 | W,=5.424 Va=1.754
Chargement hors pld®, =10, P, =0 Wx=5316 Va =1296

Nous avons analysé ce probleme en considéramdéklges 2x12 (figure 5.7), 4x24
et 6x36. Les résultats des éléments NHMiSP4/mIMiSP4/Q4/ml sont comparés a ceux des
éléments MiSP4-Q4 [11], Q4Q4[11,83] et DKT-CST[76]. Les résultats pour les deux cas
de charge sont reportés sur les tableaux 5.2a2bt four I'épaisseun=0.32 eth=0.0032
respectivement.

Maillage 2 x 12

L=12m, b=1.1m,
E=29x16 Pa,v=0.22 :
Sur BC: U=V=W=0¢=6y=0,=0 _ Pz 0,

Figure. 5.7. Poutre vrillée. Données

Pour h=0.32 (tableau 5.2a), 'ensemble des élé&neotvergent de facon monotone
vers la solution de référence pour les deux cahdege. Dans le cas du chargement hors plan,
les effets de membrane dominent ceux de flexionasinage de I'encastrement, c'est pour
cette raison que I'élément NHMiSP4/ml (riches emtbene) donne de trés bons résultats.
La convergence des éléments MiSP4-Q4y-Q4 et DKT-CST est plus lente car la partie
membrane, représentée par les éléments standdirdsaioe Q4 (pour les quadrilateres) et
linéaire CST (pour le triangle DKT), n'est pas assehe en approximation pour simuler des

effets membranaires dominants.
a. Chargement dans le plan;, 2103, P,=0, h=0.32

Maillage | NHMiSP4/ml| % erreur| HmiSP4/Q4/ml | % erreur MiSP4-Q#t @4 | DKT-CST
2x12 5.3951 0.533 5.3673 1.045 5.348 5.348 5.327
4x24 5.4106 0.247 5.4019 0.408 5.395 5.395 5.367
6x36 5.4137 0.190 5.4096 0.265 5.406 5.406 5.343

Référence : W=5.424 |
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b. Chargement hors plan : B 10®, P, =0, h=0.32

Maillage | NHMiSP4/ml | % erreur| HmiSP4/Q4/ml % erretMiSP4-Q4 | Q4y -Q4 | DKT-CST
2x12 1.7317 1271 |1616 7.868 |1.607 1.607 1.465
4x24 1.746 0.456 | 1.7099 2.514 |1.708 1.708 1.621
6x36 1.7495 0.256 |1.7326 1220 |1.731 1.731 1.682

| Référence : \=1.754

c. Chargement dans le plan ;, 210%, R,= 0, h=0.0032

Tableau 5.2.aPoutre vrillée. Résultat des déplacements en A paQr32

Maillage | NHMiSP4/ml | % erreur| HMiSP4/Q4/m| % erreyMiSP4-Q4 | Q4 -Q4 | DKT-CST
2x12 5191 2.351 |5164 2.859 5127 5127 5268
4x24 5238 1.467 |5219 1.824 | 5205 5204 5203
6x36 5258 1.091 | 5250 1.241 | 5227 5227 5258
| Référence : W5316 |
d. Chargement hors plan ;B 103, P,=0, h=0.0032
Maillage | NHMiSP4/ml | % erreur| HMIiSP4/Q4/m| % erredMiSP4-Q4 | Q4y -Q4 | DKT-CST
2x12 1274 1.697 | 1266 2.315 | 1257 1256 1285
4x24 1288 0.617 | 1284 0.926 | 1283 1283 1282
6x36 1291 0.386 | 1289 0.540 | 1288 1288 1287

| Référence : \=1296

Tableau 5.2.b. Poutre vrillée. Résultat des déplacements en A paQr0032

Les éléments en version compléte conduisent auram&esultats que ceux en version
simplifiée.
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5.4. Application aux cogues composites multicouches

5.4.1 Etude d'un cylindre stratifié simplement soit@ sous chargement sinusoidal

Un cylindre relativement long (L=80, R=20) simplemh supporté est soumis a un
chargement sinusoidal= g, sin(7&// L) [tos@é . ) est composé d’'une stratification a 10

couches (5 couches symétriques [90,0,90,8)9@pure 5.8).

U=W=0y =0 sur AD
Symeétrie:
W=0,=6y=0 sur AB
V=0x=6,=0 sur BC
U=06y=6,=0 sur CD

E.= 25x10 psi
Er=1.0x10 psi
GLT=0.5x16 psi
Grr= 0.2x16 psi
v =0.25

-Conditions au limites :

-Propriétés des matériaux :

stratification : [90,0,90,0,99]

Figure 5.8.Cylindre simplement supporté avec chargement sidas Données

@ = 100E,

c

R

" h

h | c (maillage (8x8) ¢ (Maillage | % erreur ¢ (maillage 16x20) Sol. Elasticité
NHMiSP4 /ml | NHMiSP4/ml EHOST [91] Analytique[81] | 3D [82]
20x20) (élément de coque a 9 nceuds et
5ddl/nceuds)
2 0.95055 1,015 26.449 1,373 1. 369 1.38
0,4 0,319892 0,54928 27.936 0,7613 0.762 0.7622
0,2 0,23501 0,47124 24,734 0,6256 0.6255 0.6261

Tableau 5.3.Cylindre simplement supporté. Fléche au point C

Pour ce type de chargement, I'accroissement degelest rapide d’'un élément a un
autre sur la circonférence, la convergence seriaitixnétudiée avec un maillage plus fin (par

exemple 25x25).
La convergence de notre modele est moins lente aggorr de linfluence du

cisaillement transverse (Tableau 5.3). Rappelons lgu modéle EHOST posséde deux
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caractéristiques pouvant améliorer ses résultgiglegment : d’'une part I'effet de zig-zag
associé a la théorie d’ordre supérieur (amélionatio champ de déplacement) et I'utilisation,
d’autre part, d’'un élément enrichi a 9 nceuds edllhdeud).

Le grand écart entre la solution numérique obtepare notre modele et les solutions de
référence pourrait s’expliquer par les imperfecigéométriques des maillages, en partuclier
lorsque le rayon est rélativement petit par rappdrt

5.4.2. Etude d’'un panneau cylindrique simplemeppsué avec chargement sinusoidal

Un panneau cylindrique simplement supporté esing@ un chargement sinusoidal
g=q,Sinx/L)3in(m@/ ¢) (8 == /3, L=30, R=5) . Il est composé d’'une stratifioatia 3

couches 90/0/90° (figure 5.9). Nous utilisons lesmmas conditions aux limites et propriétés
du probléme précédent.

Figure 5.9.Panneau cylindrique simplement supporté sous ehagt sinusoidal. Données

Le tableau des résultats de la fleche au centrpasimeau (tableau 5.4) montre que notre
modéle a membrane hybride NHMiSP4/ml converge lesrsolutions de référence.

L’écart entre la solution numérique obtenue parenobtodele et les solutions de référence
s’explique également par les imperfections géonpdés des maillages et, dans une moindre
mesure, par l'influence du CT.

h | W (maillage (8x8)] W (Maillage 20x20) W (maillage 16x20) Sol. Elasticité
NHMiSP4 /ml NHMiSP4/ml . EHOST [30] Analytique[ 82] | 3D[83]
/0 €ITeur | gjament de coque a 9 noeuds et
5ddl/nceuds)
1 3,22112 3.28432 14.471 3.862 3.694 3.84
05 1,24712 1.42148 9 .919 15793 1578 157
0,25 0,82115 0.92275 8.882 1.0126 1.017 1.012

Tableau 5.4.Panneau cylindrique simplement supporté. Converdada fleche au centre

113



5.4.3. Etude d’une plague sandwich non-symétrique

Une plague carrée Sandwich, simplement suppoviEeeffet de couplage membrane-
flexion, est soumise a un chargement uniforme.

Ce probleme a été déja traité en chapitre 3 (etiose3.23) mais dans le cas présent,
la stratification n’est pas symétrique;$0 .3; h2=0.6 ; h3=0.1) et par conséquent, il faut
prendre en compte l'effet de couplage flexion-meanbr Les résultats sont donnés sous la
forme adimensionnelle suivante :

WG, (2)

o
W= , Oy =— equ (3.9)

hg, do
Les résultats des déplacements et des contraiesexiés au modele HMiSP4/Q4/ml
sont reportés dans le tableau 5.5. Concernantetzhdlw au centre de la plaque, nous
observons une bonne corrélation de nos résultats & solution tridimensionnelle de
Srinivas[59] ou ceux d’Owen et de Figueirg&].

y
A
A
"3'"'*0‘:' h/2
i ) PMPm——30 s
] 2 0.6h
Teeeneeens N ——————— ) S -h/5
........ Y. -h/2
A B
v >
» X

A

3 >

Géométrie : L=1000 mm, h=100 mm;=30, =60, =10

Matériau : (orthotrope) , 3 couches non symétriques 0/0/6ar@ement uniforme

Peau : E1=3.4156 Pa, E2=1.7931Pa., G12=1 Pa, A-Pa, G23=1.015 P&50.44

Ceoeur : E1=0.34156 Pa, E2=0.17931 Pa., G12=0.1 F3=00608 Pa, G23=0.1015 Ra0.44
Conditions aux limites : w=8,=0 sur AB ; u®,=0 sur BC ; v#8,=0 sur CD ; w#,=0 sur DA
Chargement uniforme : a.=1N/mn’

Figure 5.10.Plaque carrée Sandwich non symétrique simplemgostée sous charge
uniforme- Données du probleme
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Modele —
. 7 Ocux g, g o, o, XX
(maeillage nxn W, (%'%'O) O cxx i LC e I_CxxL . LCxxL - LCXXL . LC _
22 | e o) | 37w |G| B
Hetzoii){ﬁo] 34.92 63.5 53.22 5.32 -0.85 -8.5 -39.3%
X
DSQ8] (6x6) 34.55 63.67 50.24 5.04 -0.34 -3.4 -43.7Y
HMiS(g’4é§?4/m| 36.136 62.3 52.2 5.22 -0.813 -8.13 -38.3
X
% errreur -4.590 2.289 -3.901 -3.571 -139.117  -139.117 12.497
DSTI8] (6x6) 34.62 58.03 48.54 4.85 -0.84 -8.4 -36.8Y
Elasticité[59] 34.55 63.76 50.24 5.04 -0.34 -3.4 -43.7Y

Tableau 5.5.Plague carré sandwich non symétrique simplemeriastge sous charge
uniforme- Comparaison des déplacement et contsamigmaximum

Les valeurs obtenues pour les contraintes sorérdgat satisfaisantes. On note une
dissymétrie de la distribution par rapport a I'areyen, en raison de couplage membrane-

flexion. Les figures 5.11a et 5.11b montrent repement la distribution de la contrainte
axiale g, et de cisaillement transversal, a travers 'épaisseur. Dans les deux cas, la

distribution selon I'épaisseur est en bon accoetda solution de référence tridimensionnelle.

N

OCO0000O 000000

A3

—

oUuRWNRFRORNWRUI®

-60

-40

-20

P
/

20

40 60

—e— HMiSP4/Q4/m| 6X6

—u— DSQ24 6x6
ELAST

80

Figure 5.11a.Plaque carrée sandwich non symétrique simplenugmtostée sous charge

uniforme —Distribution der,, a travers I'épaisseur (L/h=10)
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—e— HMiSP4/mi/Q4
xZ

—m— ref[60]
—a—DSQ24

Figure 5.11b.Plaque carré sandwich non symétrique simplememastee sous charge
uniforme —Distribution de,, a travers I'épaisseur (L/h=10)

Remarque : L'influence des effets de cisaillementde® gauchissment (ordre supérieur du
champ de déplacement) explique en partie I'erneyportante obtenue sur la contrairmtg.

5.5. Etude des vibrations libres de structures congsites

5.5.1. Vibrations libres de panneaux composites

Cet exemple a été traité par Crawl€y7]. L'étude concerne trois panneaux
cylindriques de méme dimension avec différentesieséces d’empilement (voir figure 5.12) :
[0,/+30]s,[0/£45/90F,[+45].s . Les plis sont en carbone-Epoxy. Les panneauk exorastrés
sur un coté courbe et libre sur le reste du contour

Nous avons simulé les 5 premiéeres fréguences gsapmnotre élément et nous avons
comparé nos résultats a ceux obtenus avec I'élér&Q20 (Bouabdallah9]) (Figure
5.13a,bc). Le maillage utilisé est 8x16. Rappelgums I'élément fini HSQ20 est quadrilatéral
a 4 nceuds et 5 ddI/nceud.
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Géométrie: R=127 mm , L=152 mm, S=76 mm, h=0.13x8=1.04 mm
Matériau : (orthotrope)

E,=128 Gpa ¥1,=0.25 ; G,=4.486 Gpa ; E11 Gpa ; G=1.53 Gpa p=1.5x1G Kg/m®

8 couches non symétriques[0,/+30]s ; [0/t 45/90% ; [+45/-45/-45/+45]
Conditions aux limites : u=v=wz=0,=6, =0 sur AD

Figure.5.12.Vibrations libres de panneaux composites. Données

Fréquence (HZ)

(459-4592s

1200 -
1000 -
800 -
600 -
400 A

200 A

—e—HQS20

—m— NHMiSP4/ml

—a— HMiSP4/Q4/ml
Exp

Figure 5.13.a Fréquence propre par rapport aux Modes de virati
pour la stratificatipd5/-45/-45/45/45 [-45/-45/45]
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[0/0/+30/-30]s
1000 -
900 -
800 |
700 -
I 600 - —e— HMISP4/Q4/m|
[0]
S £o0 . A —m— HSQ20
S —a— EXp
Z 400 | _
. NHMiISP4/Q4
200
100
0
1 2 3 4 5
MODE
Figure.5.13.b.Fréguence par rapport aux Modes de vibration
pour la stratification(@80/-30/-30 /30/0/0] .
[0/45/-45/90/1 S
1200 -
1000
< 800 1
Lz —e— HMISP4/Q4/mlI
(0]
S 600 | —a—HQS20
S —m— NHMiSP4/m|
O
L 400 Exp
200
0
0 1 2 3 4
MODE

Figure 5.13.c.Fréquence par rapport aux modes de vibration poeistratification [0/45/-
45/90k.
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5.5.2. Vibrations libres d’'une pale ventilateurtispe[9]

Dans le but d’évaluer les performances dynamigiesotre €lément, nous avons
déterminé les fréquences et modes propres d’uredeaventilateur (voir le fig.5.14). Il s’agit
d’'un panneau cylindrique encastré a une extrénutébe, les autres cotés étant libres. Les
fréequences de références ont été obtenues expéaigraent par Olson et Linbefgs] .

Géométrie: R=609.6 mm , L=S=304.8 mm, h=3.048 mm
Matériau : (orthotrope)

E1=206.843 GPav=0.3 ;p=7.833x16Kg/m*

Conditions aux limite : u=v=w=0,=6,=0 sur D(

Figure.5.14.Vibrations libres d’'une pale de ventilateur. Doesé
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maillage | Elément \ mode 1 2 3 4 5 6

1x1 [HSQ20(1x1) 56,21 138 ,87| 217,68 - - -
NHMiSP4/ml (1x1) 60.5759 | 97.1952 240.508 240.671 - -
% Erreur 29.234 | 27.736 | 7.142 31.433
HMiSP4/Q4/ml (1x1) | 60.5785| 100.831 242.158 240.236 -
% Erreur 29.231 | 25.033 | 6.505 31.557 . -

2x2  [HSQ20 (2x2) 83.42 147.2 241 .81 396.5 407.32  606.35
NHMiSP4/ml (2x2) 78.7995| 133.093 263.80p 330.261 7.355 |622.057
% Erreur 7.944 1.046 -1.853 5.908 9.54( -17.148
HMiSP4/Q4/ml (2x2) | 82.3239| 137.55 269.548 337.2¢861.538 | 624.145
% Erreur 3.827 -2.272 -4.072 3.906 8.471  -17.541

4x4  |HSQ20 (4x4) 85.52 141.2 24572 370.64 410.38 854.4
NHMiSP4/ml (4x4) 81.6227 | 137.601 250.464 346.79 .883 |558.309
% Erreur 4.646 -2.305 3.296 1.199 3.5623 -5.143
HMiSP4/Q4/ml (4x4) | 82.9496| 139.38§ 251.750 346.79884.879 | 558.749
% Erreur 3.096 -3.634 2.799 1.199 2.562 -5.226

8x8 |HSQ20 (8x8) 85.72 139.34 | 246.58| 349.5Q 392.14 ®35.2
NHMiSP4/ml (8x8) 83.4449| 138.297| 247.745 384.420 1.8241 |536.069
% Erreur 2.517 -2.823 4.345 -9.521 13.668| -0.954
HmMiSP4/Q4/ml (8x8) | 83.8156| 138.812 248.055 342.6{@B1.193 | 536.125
% Erreur 2.084 -3.206 4.226 -8.602 13.246| -0.965
Exp[73] 85.6 134.5 259 351 395 531.0

Tableau 5.6.Vibrations libres d’'une pale de ventilateur. Réstuttes €léments
HMISP4/Q4/ml et NHMISP4/ml.

Nous avons obtenu deux types de modes propresriynae(S) et Asymétrique (AS)
(voir fig.5.15). D’apres le tableau (5.6), il y aderreurs sur les modes 4 et 5, surtout dans le
cas d’'un maillage 8x8 ( 8,6%, en mode 4, 13.24%nede 5). La valeur de cette erreur dans
le cas du maillage 4x4 est réduite a 1.19% pountzle 4 et a 2 .5% pour le mode 5.

Remarque :
Les résultats du tableau 5.6 s’améliorent a pditin maillage 4x4 pour converger vers la

solution de référence.
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Mode3(S)

Mdde)

Mode5 (S)

Figure.5.15.Vibrations libres d’'une pale de ventilateur- Moghespres- maillage(8x8)
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5.5. 3. Confrontation des éléments NHMiSP4/ml et iS8R#4/Q4/mla un élément d'ordre
supérieur (HOST)

Dans cette section, nous proposons de confromsrnmodéles mixtes-hybrides de
coque a un modele « élément fini » tridimensio@@lnceuds et 9 ddl par nceud. Celui-ci est
basé sur un modéle dordre supérieur appelé HOSJh(HOrder Shel Theory).
L’'approximation du champ de déplacements étantgugben z, ce qui éviterait I'utilisation
des facteurs de correction de cisaillement trassver’élément est considéré comme
populaire ; sa matrice de rigidité tridimensionedtant simple a formuler.

5.5.3.1. Vibrations libres d’'un panneau cylindrigsimplement supporté

Un panneau cylindrique simplement supporté dedenga et de rayon R est composé
d’une stratification a 2 couches [0,90°]. Les prégs du matériau sont données par :

Ei= 25E; BEo= BEs; Gi2= Giz= 0.5E; Gy3= 0.2E
112=0.25 ;v13= 0.03 ;v 3= 0.40,p:1, a=100

Ce cas-test consiste a calculer les fréquencewgwale vibrations libres pour deux
valeurs différentes de la longueur (R=100 et a=20@our différentes valeurs de I'épaisseur
h. Les résultats de nos modéles de coque NHMiSP&l/idAMiSP4/Q4/ml sont confrontés a
ceux donnés par le modele d'ordre supérieur HOSTEdré exactement avec 3x3 PG)
(Tableaux 5.7,5.8). lls sont comparés a deux swoigtide référence: la premier est
tridimensionnelle obtenue a partir des équation$éiiesticité 3D, la seconde est basée une
théorie dite «de déformations de cisaillement Ipalique » (PSD : Parabolic Shear
Deformation)80]. Un comportement global assez satisfaisant esholgar nos éléments.

R=100, Fréquence propre

h | NHMiSP4/ml|NHMiSP4/ml|% erreurHMiSP4/Q4/m| HMiSP4/Q4/ml| % HOST[79] Sol. 3D |PSD
(10x10) (16x16) (10x10) (16x16) erreur

5 0.951 0.945 0.945 0.778 0.756 3.867 0.786 0.787 0.799

10 1.188 1.181 1.181 1.084 1.077 -3.492 1.043 1.041 1.092

15 1.371 1.365 1.365 1.194 1.185 8.163 1.303 1.291 1.382

Tableau 5.7.Fréquences propres, panneau cylindriqgue R=100
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R=200 , Fréguence propre

H | NHMiSP4/ml| NHMiSP4/ml | % erreur| HMiSP4/Q4/ml| HMiSP4/Q4/ml| % erreur  HOST Sol. 3D| PSD
10x10 16x16 10x10 16x16
5 0.694 0.682 -19.122 0.6 0.569 0.545 0.567 0.572.58M
10 0.104 1.03 -10.011 0.785 0.807 13.758 0.918 60.930.956
15 0.124 1.23 1.896 0.959 0.995 20.663 1.231 1.253.289
Tableau 5.8.Fréquences propres, panneau cylindrique R=200 .
Remarque :

Le comportement en membrane de I'élément HMiSP4/dét bien réprésenté pour les
structures composites multicouches dont I'orientagist différent d’'une couche a une autre.

L’élément HMiSP4/Q4/ml est plus performant quedi@kent NHMiSP4/ml pour lequel la
matrice H _ est corrigée de maniére a satisfaire une varisiomisée par couche de la

matrice de comportement [H].

A partir des résultats des tableaux 5.7 et 5.8gorarque que les fréquences diminuent dans
le cas R= 200 en fixant I'épaisseur et le rayomagson que la coque devient plus plate donc

il sera moins faisable sur la vibration, en additipe I'erreur augmente du fait que les

frottements entre les couches diminuent, autreieétd coque sera appropriée a déplacer en
cisaillement plus gu’en flexion, alors I'influende cisaillement augmente.
L’erreur augmente avec I'accroissment de h en naikol’augmentation de l'influence de CT.
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Conclusions et perspectives

Dans cette étude doctorale, nous avons effectuéwnd’horizon des éléments finis
en déplacement et/ou mixtes de plague ou de cao@mant en compte les effets de
cisaillement transversal (CT) a travers I'épaisséigr sont pour la plupart basés sur des
théories d’ordre supérieur que nous avons résurdéefacon synthétique. Ces théories
permettant en effet de modéliser des structuresposites stratifiées ou sandwich sans
recourir aux facteur de correction du CT qui, rappelons le, sont agserraignants a
calculer puisqu’ils dépendent du nombre de coucReppelons que la théorie linéaire du
premier ordre, communément associée a Reissneriklimdéne a une déformation de CT
constante dans la direction de I'épaisseur et séeede ce fait I'utilisation de ces facteurs
correctifs de Ck; .

Des le début de cette étude doctorale, nous aver®nviction qu'a travers une
formulation mixte ou mixte-hybride, tout en restadans le domaine linéaire de
Reissner/Mindlin, nous pouvions éviter le recowg facteurs correctif. Les travaux de
Ayad [70] ont montré que, dans un formalisme vanatel mixte-hybride (au sens de
Hellinger-Reissner), une approximation adéquate c@#raintes de CT (continuité T
conduisait a une correction naturelle du CT sans/@io introduire la valeur du facteur k
(égale = 5/6 pour les sections isotropes). En ,elfeb/6 apparait naturellement dans le
résultat de la formulation théorique ; il devenait conséquence possiblé dnvisager la
méme démarche pour des sections composites multiesu C est ce que nous avions
développé dans le cadre de cette étude doctorale.

Pour des raison de simplicité, nous avons dansremier temps formulé | élément
mixte-hybride de plague que nous avions baptiséPMIfl (Mixed with Shear Projection 4-
nodes/multilayex En effet, partir sur une formulation mixte-higa relativement complexe
avec des hypothéses cinématiques et mécaniqueetdsaléfinie localement (au niveau
élémentaire), et a laquelle on rajoute urf®Zomplexité liée a’l approximation des
contraintes de CT, il devenait évident gqan ne pouvait prendre le risqué dller vers une
formulation de coque a géométrie courbe. Le regéaat cartésien orthonormé pour une
plague, nous avons pu ainsi formulerdlément fini multicouches de plaque MiSP4/ml dont
nous rappelons les principales caractéristiques :

- il est basé sur le modéle variationMISP (Mixed with Shear Projectiomodel),
proposé par Ayad en 1993 pour les matériaux isesoplont nous rappelons le
principe de base :

0 MIiSP considere les déformations de CT comme étant enbgntes de
l'approximation des variables cinématiques de @a@uBy,By). Il utilise la
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méthode des déformations de CT de substitution hodét ANS :Assumed
Natural Strain$ dans le but d’éliminer le probléme de verrouilaan CT.

o dansMiSP , l'approximation des efforts de cisaillement tkaamsal (ou des
contraintes de CT) est obtenue a partir de cebenttements de flexion (ou des
contraintes de flexion) en faisant intervenir deles trois équations d'équilibre
de la plaque en flexion/CT, d'ou le nom de mixte+ide pour ce modéle.
L’équilibre est satisfait partiellement au niveauld formulation variationnelle.

- Il est de forme quadrilatérale et posséde 4 nceug8slegrés de liberté par nceud : le
déplacement transversalet les deux rotations de la normale a la surfaggemne de

la plaqueByet By.

- Les cing contraintes (3 contraintes planes et Zraones de CT) sont interpolées
indépendamment des lois de comportement, commest souvent le cas dans les
modéles déplacements. ’ lespace fonctionnel admissible étant™, C une
approximation linéaire en z pour les contraintesng$, et surtout quadratique en z
pour les contraintes de CT est utilisée pour obt@mimodéle mixte-hybride suffisant
a éliminer les facteurs correctifs de CT au niveatationnel. Ainsi la matrice de
comportement en CTH_] classiquement corrigée a hide des facteurs pour les
modeéles déplacements, se trouve enrichie jusgd ordre 5 en z sans pouvoir
utiliser de théories 'd ordre supérieur ni de facteurs correctifs de CTs llagit
d une correction naturelle opérée sur la formulatianationnelle. La matrice de
comportement en flexionH,] a également fait’| objet de correction pour tenir
compte du caractére multicouché dne plaque composite dans un contexte de
formulation mixte. . ensemble de ces investigations au niveau de laiplagnstitue
une des originalités de ce travail de recherche.

Une formulation qualitative d’éléments finis deqlas ne peut étre compléte sans une
extension aux coques de forme quelcongque. Noussagonconséquence développé deux
modeéles d’éléments finis isoparamétriques courbes riceuds pour l'analyse des coques
composites multicouches. L'introduction de la notide repére convariant naturel et
contravariant autorise la prise en compte, daf@rhaulation théorique, du gauchissement des
coques. De plus, les déformations et les contmistat naturellement définies. Le premier
modéle d’élément proposé est mixte-hybride natloahtisé NHMiSP4/mlNatural Hybrid
Mixed with Shear Projection 4-node/multilayerla parti membrane est complétement
hybride, c’est une amélioration du modéle de Peama partie flexion/CT est mixte-hybride ,
offrant toutes les deux a I'élément un avantagetailde, en terme de précision sur les
contraintes, avec une sensibilité moindre aux digios de maillages. Le second modéle,
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baptisé HMiSP4/Q4/ml, est développé en déplacement la membrane ; la flexion/CT
restant mixte-hybride. Nous I'avons formulé pouwstée son aptitude a reproduire des résultats
satisfaisants, en dépit d'une représentation moicise de la membrane. Notons bien
év_idemment que la démaﬁzhe originale conduisantraatxices de comportement corrigées
[H, ](pour la flexion) et H, ]J(pour le CT), utilisée en plaque pour éviter leaers aux
facteurs correctifs du CT, a été adaptée avec sudars la formulation des modeles de
coques multicouches.

Nous avons essayé d’évaluer en premiere tentas/€dntraintes tridimensionnelles
sur les couches & partir des approximations seloffertes par la condition de continuité'.C
L'utilisation de ces approximations ne permet pascalcul de contrainte par couche. La
technique proposée par Lardeur nous a sembléeadirpuate car elle part des équations de
I'équilibre tridimensionnel en contraintes : un shirement physique dans I'évaluation des
contraintes respectant I'équilibre.

Notons enfin que l'intérét de développer une tslitégie dans le domaine de la
formulation d’éléments finis multicouches n’est gEsremettre en cause des théories d’ordre
supérieur ; celles-ci ont certainement leur avamtag bien évidemment leurs limites.
L’approche multicouches proposée voit son intéegtsdl’éviction des facteurs correctifs du
CT, assez onéreux a évaluer et dépendant du nodebmuches, tout en restant dans un
contexte de théorie de premier ordre. Il deviensianaturel de confronter les performances
de nos modeles de coques multicouches a cellesndegles issus des théories d’ordre
supérieur. C’est ce que nous avions effectué demsaquelques tests réputés séveres de
structures en plagues et coques multicouches (sgmeét et non symeétriques) sous
sollicitations statiques et en vibrations libresotdhs que la formulation classique d’'une
matrice masse cohérente a été nécessaire pour alitation, en vibrations libres, de
'ensemble des modéles éléments finis développés ckatravail de recherche.

Nous ne manguons pas de signaler que I'ensemidemibeléles d’éléments finis
mixtes-hybrides de plagues et de coques multicaiphgposés sont simples de géométrie et
d’approximation des déplacements et de contraintesy’utilisent pas de fonctions bulles
(réputées trés colteuses) pour assurer leur géabili
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Perspectives :

En guise de perspectives a ce travail de rechenchus, envisageons de développer les aspects
suivants :

1- Améliorer la distribution des contraintes planesavers I'épaisseur, en considérant un
gauchissement non constant de la section.

2- Développer une analyse des coques mixtes-hybriges lé domaine non-linéaire, pour le
calcul des configurations pré et post-flambemenal&er I'influence du CT.

3- Elaborer une démarche de conception d’emballagésdsport en carton ondulé, visant a
estimer au mieux la résistance a la compressioticaky. Celle-ci pourrait étre évaluée
qualitativement en exploitant le formalisme norééire, envisagé précédemment, sur une
structure sandwich, en I'occurrence le carton o@diiiconviendrait de prendre en compte
le contact entre le plateau de compression etrtercandulé, ainsi que le comportement
viscoélastique couplé a 'endommagement qui a ééhtifié dans une thése récente
présentée a I'UTC de Compiégne (These AllgEsi]i 2005).
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Annexe A

1- Calcul de matrices N, Ny, Nw, Nox, Noy :

U =(N,)u}
v =(N,)u}
W =(N,)u,} (A.1)
6, :<Na<>{un}
0 :<Naj>un}
(N,)=(N, 0 0 00; N, 00O O; N, 00O O; i =14)
(N)=(0 N, 00 0; ON, 00O; - 0N OO0 O; i =14)
(N,)=(00 0 N, 0 O; 00O N, 0O0; - 00N, 0 O; i =14)
(Ng)=(0 00O N, 0; 00O N, O; - 000N, O; i =14)
<Nw>:<OOOON1;OOOON2;-OOOONi; i =14)
(A.2)
2- calcul de{r}
r,=-[lo, +1,,02: 7, j(xyx +0,, Hz (A3)
(0)= 2 (o) = A} (A4)
avec
An Ap Ag
(M)=(M, M, M) A=A A, A
A A Ay

Nous faisons les dérivés nécessairega@qu(A.4) pour calculdr}, nous obtenons :
Ux,x = Z(A:LlM X, X + A:LZM Y, X + A13M xy,x) ; Txy,y = A31M X,y + A32M v,y + A33M XY,y (A5)
Jy,y = Z(Aﬂl\/I X,y + A22M A + AZSM xy,y) ; Txy,x = Z(A31M X, X + A32M Y, X + A33M xy,x) (A6)

Nous remplacons ces dérivés eqs (A.5, A.5) dagmétion (A.3) , nous aboutissons a :

= _J. Z(AllM X, X + AlZM Y, X + AlSM Xy, X + ASlM X,y + ASZM VA + A33M xy,y)dZ (A7)

-t

Tyz = _j Z(A21M X,y + AZZM A% + AZSM Xy, y + A31M X, X + A32M Y, X + A33M Xy, X )dZ (A8)
-t

Nous rédéfinissons les équations (A.7) et (A.8dadorme suivante :

= —J.g«All + %3 A13 + %2>{T} +<A11 - A33 A13 —A32 2A12 2A31>{/]})dz (Ag)

-t
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Iy, = _j§(<p%1 +tA; At A33>{T} +<A31 —As A A, 2A 2A21>{/1})d2 (A.lO)

-t

avec
— M X, X + M XY,y
{}= {MW M y’y} (A.11)
I'éxpression de {T} est déduite de I'équation d’ddpuie
N=(M =M, M =M 5 M, M) (A.12)
nous définissons finalemeftt} en considéraniD, et [D, ]|
Alors,
{Tl} = [Dl]{T} + [Dz]{/‘} (A.13)
avec ;
[Dl] - j%{ph +A, A13+A32j|d2 , [Dz] - JZ-_TZ|:AM —A, A,7A2A, 2A31j|dz (A.14)
ot A tA, ALtA, ot Au—A, AAL2A, 2A21
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Annexe B

1- Expression de la matrice[Bcs] pour une plaque:
__E X2_Xl y2_yl E X2_X1 y2_yl 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 2
1 0 0 0 _E XS_XZ yS_yZ E X3_X2 yS_yZ 0 0 0
B.== 2 2 2 2 2 2
cs=5 1 X,=X, Y,-V 1 X3—=-X, Y3~y
O 0 0 O O 0 - 3 4 3 4 _ - 3 4 3 4
2 2 2 2 2 2
_E X4_X1 y4_y1 0 0 0 0 0 0 E X4_X1 y4_y1
2 2 2 2 2 2
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